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Alkusanat

Tamé& moniste on laadittu TTY:n kurssille MAT-20401 Vektorianalyysi. Mo-
niste ei ole kattava itseopiskelupaketti, vaan se on tarkoitettu kiytettaviksi
luentojen seuraamisen ja harjoitustehtévien ratkomisen tukena.

Merkinnét ja esitysjirjestys seurailevat soveltuvilta osin kurssikirjan [4]
lukujen 12, 14 ja 15 esitystd. Kaikki ldhdeluettelossa sivulla 128 mainitut ja
my6s monet muut Calculus- ja Engineering mathematics -kirjat soveltuvat
mainiosti oheislukemistoksi.

Suurimmat erot lukuvuoden 2010-2011 monisteeseen: esimerkkeja ja ku-
via on lisétty, kiiyrin kaarevuus ja kiihtyvyysvektorin komponentit on jatetty
pois. Monisteessa havaittujen painovirheiden listaa pidetdan ylla Moodlessa.
Kommentteja painovirheistd ja monisteesta yleisemminkin voi 1ahettda sih-
kopostitse kirjoittajalle: janne.kauhanen@tut.fi.
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1 Vektorikentat

Téassé luvussa tutustutaan skalaari- ja vektorikenttiin ja differentiaaliope-
raattoreihin gradientti, divergenssi ja roottori.

1.1 Vektorikentta

Avaruuden R? alkiot ovat kolmen reaaliluvun jérjestettyji joukkoja (v, 2),
missi € R, y € R ja z € R. Alkiota (z,y, z) havainnollistetaan tilanteesta
riippuen seuraavasti:

e (z,y,2) on piste A zyz-koordinaatistossa,

e (,y, z) on pisteen A paikkavektori OA,

e (,y, 2) on siirtymiivektori BC pisteestii B pisteeseen C.
Télld kurssilla vektorista kiytetdan merkintoja (x,y, z) = xi+ yj + zk. Ylei-

sesti kdytettyjd ovat myds merkinnét [z, vy, 2] ja (x,y, z). Nollavektoria mer-
kitdan 0 = (0,0,0).

Miaritelmé 1.1. Vektorille (x,y, z) sovitaan lyhennysmerkinta
r = (z,y, z). r:n pituutta merkitdén r:114:

r=|r|| = |r| = V& + 9y + 22

A= (z,y,2)
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Maéiritelmi 1.2. Reaaliarvoista funktiota f: R® — R (tai f: R*? — R)
sanotaan skalaarifunktioksi tai skalaarikentiksi (scalar field). Vektoriarvoista
funktiota F: R* — R3 (tai F: R* — R?)

F(r) = (P(r),Q(r), R(r)) = P(r)i + Q(r)j + R(r)k

eli
F(:C7 y? Z) = (P('r7 y’ Z)? Q("'Ij? y7 Z)’ R(SE7 y? Z))

kutsutaan wvektorikentiksi (vector field). Reaaliarvoiset funktiot P, @ ja
R: R® — R ovat tissi Fin koordinaattifunktioita (coordinate function) eli
komponenttifunktioita.

Vektorikenttid merkitaén talla kurssilla painetussa tekstissa lihavoiduilla isoil-
la kirjaimilla F, G,. .. ja késin kirjoitettaessa F, G,. ... Skalaarikenttis merki-
tddn lihavoimattomilla pienilld kirjaimilla f, g, .... Kdyttdm&mme merkintd
F = (P, Q, R) koordinaattifunktioille on yleinen oppikirjoissa. Voidaan mer-
kitd myds F = (f1, fo, f3).

Yksinkertaisuuden vuoksi merkitsemme f: R® — R ja F: R? — R3, vaik-
ka midrittelyjoukko D C R? ei olisikaan koko R3. Télloin méadrittelyjoukoksi
otetaan suurin mahdollinen joukko, jossa funktio on mééritelty.

Esimerkki 1.3. a) f: R® = R, f(z,vy, z) = 23y/z on skalaarifunktio, jonka
médrittelyd rajoittaa ehto z > 0, ts. maarittelyjoukkoon D kuuluu xy-taso
ja sen ylipuolella olevat pisteet: D = {(z,y,2) € R®*: 2 > 0}.
b) F: R? — R3,

(z,y,2)
22 + o2 + 22
on vektorikentti, jonka midrittelyjoukko on R?\ {(0,0,0)}. Mééritelmén 1.1
merkinnGilla tAméa kenttd voitaisiin yhtapitavasti méaaritelld

F(x,y,2) =

r
r2

F(r) =

Vaikka matemaattisesti vektorikentélle sekd maarittelyjoukko ettd maalijouk-
ko on R?, niin sovelluksissa ne usein ovat “eri avaruuksia”. Esimerkiksi no-
peuskentélle mééarittelyjoukon koordinaattien mittayksikkond on m ja maa-
lijoukon m/s.

Maiésritelmi 1.4. Vektorikentdn F(r) voimakkuus (magnitude) on ||F(r)|],
ts. kuvavektorin pituus.

Vektorikenttida voidaan havainnollistaa piirtamalla sopiva kokoelma kuvavek-
toreita F(r) alkamaan pisteista r.
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Esimerkki 1.5. Piirrd kenttd F(z,y) = (—y, x).
Ratkaisu. Lasketaan F:n arvot esimerkiksi pisteissa (1,1), (1,2), (2,1) ja
(2,2) ja piirretdédn kuvavektorit ko. pisteisiin:

Y

1) 1

)
,2) 1
SEEIN

— >

Seuraavaan kuvaan on laskettu enemmaén pisteitd ja skaalattu kuvavektoreita
kertoimella 0,5:

Ny

v
o/
R /
\\
Esimerkki 1.6. Tasaisen ympyriliikkeen nopeuskenttd xy-tasossa, kun liike

tapahtuu vakiokulmanopeudella w > 0 z-akselin ympéri vastapdiviin on
v(z,y) = w(—vy, x). Perustelu:

[v(z, y)ll = V(we)? + (wy)? = wy/a? +y? = wr,

eli vauhti v = ||v|| = wr on suoraan verrannollinen etdisyyteen origosta ja

ver =w(=y,z)(z,y) = w(=yzr +zy) =0,

ts. nopeusvektori on kohtisuorassa paikkavektoria r = (z,y) vastaan. Suunta
on vastapaivaan, kuten esimerkin 1.5 kuvasta nahdaan.

Opintojaksolta Insinoérimatematiikka 2u muistetaan, etté jos a € R ja v €
R™, niin [|av]| = |al||v]]
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Esimerkki 1.7. Kentén F(r) = I Soimakkuus on
r

r

1
IR =[5 = el

jokaisessa pisteessi r # 0 ja kenttd suuntautuu origosta poispéin, silla F(r) =
%r on samansuuntainen paikkavektorin r kanssa, koska paikkavektoria r ker-
rotaan positiivisella luvulla % Kuva xy-tasossa:

Y

Monissa sovelluksissa esiintyy pallosymmetrisia kenttid. Pallosymmetrinen
skalaarikenttd voidaan esittdd muodossa

f(x) = h(r), (1.8)

missd h: (0,00) — R on reaalifunktio. Funktion (1.8) arvo riippuu vain etéi-
syydestd r origoon ja vakioetéisyydelld origosta f:ll4 on vakioarvo. Pallosym-
metrinen vektorikenttd voidaan esittdd muodossa

F(r) = h(r)-. (1.9)

missi h: (0,00) — R on reaalifunktio. Kentta (1.9) suuntautuu (h:n merkista
riippuen) kohti origoa tai origosta poispéin ja kentdn voimakkuus

h(r)

= POy = oy

Pl |

riippuu vain etiisyydestd r origoon ja vakioetéisyydelld origosta voimakkuu-
della on vakioarvo.
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Esimerkki 1.10. a) Jos origossa on massa M, niin pisteessid r olevaan
massapisteeseen m kohdistuvan gravitaatiovoiman voimakkuus on GMm /r?
ja voiman suunta on kohti origoa. Massapisteeseen m kohdistuu siis voima

= —GMm%.
r

:GMm< r)

5 —

F(r)

r T

b) Origossa oleva pistevaraus ¢; kohdistaa pisteessi r olevaan pistevarauk-
seen @9 voiman

r
F(r) = cq1q2ﬁ.

r
Seuraavassa kuvassa on esitetty kenttd F(r) = c—, ¢ <0.
r

Kerrataan lyhyesti perusasioita osittaisderivaatoista ja differentioituvuudes-
ta. Talla opintojaksolla differentioituvuus todetaan kiytédnnossa lauseen 1.12
avulla.

Miiritelmé 1.11. Jos funktiolla f: R? — R on kaikki osittaisderivaatat ja
ne ovat ovat jatkuvia, niin tdlloin sanotaan, ettd f on jatkuvasti differentioi-
tuva (continuously differentiable).

Lause 1.12. Jos f on jatkuvasti differentioituva, niin se on differentioituva.

Vektorikentille F jatkuvuus, differentioituvuus ja jatkuva differentioituvuus
madritellddn komponenteittain.

Miaritelma 1.13. Vektorikenttd F = (P, Q, R) on jatkuva / differentioituva
/ jatkuvasti differentioituva, jos komponenttifunktiot P, @ ja R ovat jatkuvia
/ differentioituvia / jatkuvasti differentioituvia.
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Esimerkki 1.14. Esimerkin 1.3 b vektorikentta

(z,y,2) r
F = ts. F(r)=—
(@.2) = it )=,
on jatkuva méérittelyjoukossaan, silld komponenttifunktiot
x Y )
P = = a
(2,y,2) e Q(z,y, 2) e
x
R(x,y,2) = ————
(%.9,2) 2 +y? 4 22

ovat jatkuvia, kun (z,y, z) # (0,0,0). Osaméérin derivoimissaannolla laske-
taan

OP 1-(®+y*+2*)—z-2r —a*+y°+2°

I (22 + y2 + 22)2 (@22t 22)Y

Téama on jatkuva, kun (z,y, z) # (0,0,0). Samalla tavoin muutkin osittais-

derivaatat
oP 0P 0Q 0Q 0Q OR OR . OR

_7 _7 _7 _7 _’ _’ a a a_

Oy 0z Ox Oy 0z 0x OJy 1252
ndhddan jatkuviksi, joten F on jatkuvasti differentioituva (ja siten differen-
tioituva).

Toisen kertaluvun osittaisderivaatat maéritelliin seuraavaan tapaan:

?r_o(ory . #F_0 (o
0x2  Ox \ Oz . oxdy Oz \0y/)’
Esimerkki 1.15. Laske funktion f(z,y) = ? + zy? toisen kertaluvun osit-

taisderivaatat.
Ratkaisu.

of _ o . Of
ax—2x+y Jja ay—Qxy,
joten
2f 0 )
0 f
:—2 2 :2

Oy Ox 0y<x+y> Y
0*f

oxrdy %(QIy) =2

o*f 0
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1.2 Gradientti

Kerrataan aluksi gradientin maéritelmé ja perusominaisuudet.

Miiritelmés 1.16. Differentioituvan skalaarifunktion f: R3 — R gradientti
(gradient) on vektorikenttd V f: R® — R3

Vf:<af of 3f) of .of  0f

g5 9] 95 9L 5390 49
90 9y° 92) " or Ta, ta,

Usein V ("nabla”) ajatellaan differentiaalioperaattoriksi

_ (92 9 9
-\ 9z’ 0y’ 0z

ja V f lasketaan formaalisti ikddn kuin V olisi vektori:

(0 0 0y, _ (o of o
vi= (%78_%&) /= (8x’ dy’ 82) ‘ (1.17)

Insinoorimatematiikka 4u:lta muistetaan, ettd f kasvaa pisteessd r nopeim-
min gradientin osoittamaan suuntaan nopeudella ||V f(r)|| ja suunnattu de-
rivaatta yksikkovektorin e suuntaan on

Def(x) = Vi(r) e

Liséksi gradienttia vastaan kohtisuorissa suunnissa funktion kasvunopeus
on 0, ts. gradientti on kohtisuorassa kahden muuttujan funktiolla tasa-ar-
vokdyrdd (level curve, contour curve) ja kolmen muuttujan funktiolla tasa-
arvopintaa (level surface) vastaan.

Esimerkki 1.18. Olkoon f(x,y) = 2* — y*. Tallsin Vf(z,y) = (2z, —2y).
a) Pisteessd (—1,2) nopein hetkellinen kasvu saavutetaan suunnassa
Vf(—1,2) = (—2,—4), johon suuntaan siirryttiessd hetkellinen kasvunopeus
on

IVF(=1.2)Il = V(=2 + (—4)2 = 2VE ~ 4,5.
b) Kasvunopeus pisteessi (—1,2) suuntaan u = (3,4)? Normeerauksen

u 1
e=—=-(3,4)
Jul 5

jalkeen voidaan laskea suunnattu derivaatta

Def(=1,2) = Vf(=1,2)ve = (2, —4)-%(3,4) _ _% ~ A
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Seuraaviin kuviin on piirretty funktion f(z,y) = z? — y* kuvaaja, tasa-
arvokayrid ja gradienttikenttd. Tasa-arvokdyrdt ovat “korkeuskdyrid”, jotka
kertovat funktion kuvaajan muodosta. Gradienttinuolet osoittavat, mihin
suuntaan funktio kasvaa ja nuolet ovat sitd pidempid, mitd nopeampaa kasvu
on.

1 [V N\
\ f L /)y NN
1) (|
/ \ SN S

NN T 4

Lause 1.19. Jos f ja g: R® — R ovat differentioituvia skalaarifunktioita,
h: R — R on derwoituva reaalifunktio ja a,b € R, niin

V(af +bg) =aVf+bVyg (lineaarisuus)
V(fg) =(Vfg+ f(Vg) (tulosdintd)
V(h(f(r))) = W'(f(x))V [(r) (ketjusddntd)

Todistus. Todistetaan tulosddnto kiayttden ensin gradientin madritelmaa ja
sitten osittaisderivoinnin tulosdintoa tulolle fg:

V(fg) = <8(afxg)7 8(@29)7 8(({29))

_(of dg Of dg Of dg
B (axg f@x’ 8yg+f@y7 927 f@z’)
_(of of of dg 99 99 \ _
Muut kohdat vastaavasti. O

Lemma 1.20. Vr = r
Ui
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Todistus. a) Gradientin méadritelmid kiyttéen lasketaan

Vr = Va2 + y? + 22
B 2z 2y 2z
222 +y2 + 22 2¢/72 +y2 + 22 20/a +y? + 22
1 r

r,Y,z) = —.
\/$2+y2+22( ) r

Ketjusddnto ja lemma 1.20 antavat tehokkaan keinon laskea esimerkin 1.21
tyyppisten pallosymmetristen skalaarikenttien gradientti.

]

1
Esimerkki 1.21. Laske a) V(—) b) V(lnr).
T
1
Ratkaisu. a) Sovelletaan ketjusdéntod: h(t) = n ja f(r) =r. Nyt A/(t) =

2 joten lemmaa 1.20 kiyttden saadaan

Lasketaan vertailun vuoksi my6s xyz-koordinaatteja kiyttaen:

1 _ 1 _ 2 2 2\ —1/2
v<r>_v\/m_v((x +y? 420

_ (_ % (:r2 e +22)—3/2 2, _% (xQ by +z2)_3/2 o

— % (x2 + 1y + 22)_3/2 2z>
=—(+¢y° + 22)_3/2 (x,y,2) = —T%.

b) Samaan tapaan kuin a-kohdassa:

1 1r r
V(IHT) = ;V’I" = ;; = ﬁ

1.3 Divergenssi

Luvussa 1 tyydymme ldhinné opiskelemaan divergenssin ja roottorin laske-
mista sekd tutustumaan laskusdéntdihin. Operaattoreiden kiyttdon sovelluk-
sissa ja fysikaalisiin tulkintoihin palataan tarkemmin my6hemmin.
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Miééiritelmé 1.22. Differentioituvan vektorikentin F = (P, Q, R): R® — R?
divergenssi (divergence) on skalaarifunktio V+F: R? — R,

oP 0Q OR
VelF=—+4+—+—. 1.23

ox * dy + 0z (123)
Divergenssid merkitddn joskus myos div F. Operaattorin V avulla divergenssi

voidaan laskea muodollisesti pistetulona

o 0 0 oP  0Q OR
Fo (2 90 9N . p 1.24
v (0x’0y’8z> (PQR) =50+ 5, o (1.24)

Esimerkki 1.25. Jos F(z,y,2) = (xy,y* — 2%,y2), niin

) 0 B
F=_— (P =+ =—(y2) =y +2 = 4y.
\Y 8$(xy)+ay(y Z)+az(y2) y+2y+y=4y

Lause 1.26. Jos F ja G: R® — R3 ovat differentioituvia vektorikenttid,
f: R3 = R on differentioituva skalaarifunktio ja a,b € R, niin

Ve(aF +bG) =aV+F +bV-G (lineaarisuus)
Ve(fG)=(Vf)+G+ f(V-G) (tulosdintds)

Todistus. Merkitdin G = (P, @, R). Todistetaan tulosddnto kiyttden ensin
divergenssin méiritelmaa ja sitten osittaisderivoinnin tulosddntoa:

Ve(fG)=V-([P, fQ, [R)

oP) | 0(FQ)  OSR)

ox oy 0z

ity i f@+f@+g—f3+f—
of of of OP 0Q OR
(8x Dy’ a) (PG R) + f<a +(‘3y+az)

— (V)G + f(V-G).

Lineaarisuus vastaavasti. O

Lemma 1.27. Ver =3

Todistus. Divergenssin maaritelmaa kiyttien lasketaan

V-r:V-(x,y,z):% gz+gz—1+1+1—3 O
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1.4 Roottori

Miiritelmé 1.28. Differentioituvan vektorikentin F = (P,Q, R): R® — R3
roottori (curl) on vektorikenttd V x F: R3 — R3,

OR 9Q OP OR 0Q 9P

Roottoria merkitddn joskus myos rot F = curl F. Operaattorin V avulla root-
tori voidaan laskea muodollisesti ristitulona

i j k

o o0 0
VxF=|—— — — 1.30
% Oor 0Oy 0z (130)

P Q R

Esimerkki 1.31. Jos F(z,y, 2) = (zy,y*> — 2%,yz), niin
ik
0 0 0 0 0
VxF=|— — Zl=il=(y2) = —(y* -2
ox dy 0z ' (83/ (v=) 0z (v == ))
vy y:—22 yz
0 0 0 0
il = _ k(| =2 — %) - =
(g0 = gt (502 =) - o)
= (32,0, —x).
Lause 1.32. Jos F ja G: R® — R3 ovat differentioituvia vektorikenttid,
f:R3 = R on differentioituva skalaarifunktio ja a,b € R, niin

V x (aF +bG) = a(V x F) + b(V x G) (lineaarisuus)
VX (fG)=(Vf) x G+ f(VxG) (tulosdintd)

Todistus. Merkitdan F = (f1, fa, f3) ja G = (g1, 92, g3). Todistetaan lineaa-
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risuus (tdydenni j- ja k-komponentit):

i j k
Ve L 2 2

afi +bg1 afs +bge afs+bgs

—i(a(af3+bgg)—§(af2+bg2)) —j(...) +k<...)
( Ofs | %—a%—b%) —j(...>+k(...)
b))

=a(VxF)+bV x G).
Tulosdanto vastaavasti. O
Lemma 1.33. Vxr=20

Todistus. Roottorin maaritelmad kidyttden lasketaan

r
Esimerkki 1.34. Laske keskeisvoimakentéin F(r) = — divergenssi ja root-
r

tori.
Ratkaisu. Kéytetddn divergenssin tulosdéntod, ketjusddntod sekd lemmoja
1.20 ja 1.27:

1 1 3 3
Ve—=V- (ﬁr) =V (F) ‘I'—FE(V'I') = —ﬁVT-r—i——,

r3
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silla rer = (z,9,2)(x,y,2) = 22 + y* + 2 = r?. Samaan tapaan roottorin
tulosadntod, ketjusdantoa sekd lemmoja 1.20 ja 1.33 soveltamalla saadaan

3
=——rXxr+0=0,
ro

silla

=1i(yz — zy) — j(zz — zz) + k(zy — yz) = (0,0,0) = 0.

SRS

i
rxr=|r y
ry

1.5 Laplacen operaattori

Maaritelma 1.35. Differentioituvan skalaarifunktion f Laplacen lauseke
(Laplacian) V? f on gradientin divergenssi, ts.

Pf  O*f  O*f
2 f— L] p—
Vif=V.Vf 8x2+8y2+022'
Operaattoria

V2=V.V

kutsutaan Laplacen operaattoriksi (Laplace operator, Laplacian). Yhtaloa
V3f =0

kutsutaan Laplacen yhtdildksi ja Laplacen yhtdlon toteuttavaa funktiota f
harmoniseksi funktioksi.
Vektorikenttain F = (P, @, R) Laplacen operaattorilla operoidaan kom-

ponenteittain:
V2F = (V?P,V?Q,V*R).

Esimerkki 1.36. a) Laske V?u, kun u(z,y, z,t) = sin (a: +y+z+ \/gct),
missd ¢ on vakio ja ¢t on aika (joka on vakio derivoitaessa x:n, y:n ja z:n

suhteen).
Ratkaisu.
20 0 9
Viu = o (cos (:c+y+z+\/§ct)> + 9 (cos (:c+y+z+\/§ct))
0
+ 5 (cos(x+y+z+\/§ct)>

= —BSin(m+y+z+\/§ct)
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b) Osoita, ettd f(x,y,z) = e3*7 cos(52) on harmoninen.
Ratkaisu. f on harmoninen, silld

0z

= 9e¥ W cog(5z2) + 16e* T cos(5z) — 25e** T4 cos(52) = 0.

sz _ % <3e3x+4y Cos(5z)) + % <4e3x+4y cos(5z)) + 2 (_5€3x+4y sin(5z))

Laplacen operaattori esiintyy monissa luonnontieteiden ja tekniikan sovel-
luksissa. Esimerkiksi aaltoliikettd tai signaalin etenemistd kuvaava funktio
u = u(x,y, z,t) pisteessi (z,y, z) ajanhetkelld ¢ saadaan tietyissi tilanteissa
ratkaisemalla aaltoyhtdlo
2, 1 0%
2ot
Funktio u voi olla esimerkiksi pinnan korkeus veden pinnalla etenevissi aal-
loissa, ilmanpaine dédniaalloissa tai sihkokentin voimakkuus sihkomagneet-
tisissa aalloissa. Parametri ¢ on aaltoliikkeen nopeus.
Kappaleen limpoétilajakauma ajan funktiona u = u(zx,y, z,t) noudattaa
lampdyhtaldd eli diffuusioyhtdalod

(1.37)

Vi = ——. 1.38

K Ot ( )
Lampotilajakauman u saavutettua stationaarisen (ajasta riippumattoman)
tilan u:n muutosnopeus ajan suhteen on nolla eli ‘g—? = 0. Talloin yhtalo

sieventyy Laplacen yhtiloksi VZu = 0

Esimerkki 1.39. Osoita, ettd esimerkin 1.36 a funktio u(x,y, z,t) toteuttaa
aaltoyhtélon (1.37).

Ratkaisu.
@—2<\/§ (v + ++\/§t))——32'(+ + 2+ V/3ct)
972~ o ccos(x+y+ 2 ct) | =—=3c"sin(zx+y+ =z ct).

Viite seuraa sijoittamalla timi ja esimerkissi 1.36 laskettu V2u aaltoyhti-
166n.
1.6 Laskusaantoji

Lauseiden 1.19, 1.26 ja 1.32 gradienttia, divergenssid ja roottoria koskevien
“nablaussdantdjen” lisdksi voidaan osoittaa mm. seuraavat laskusadnnot.
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Lause 1.40. Oletetaan, ettd kaikki seuraavissa kaavoissa esiintyvat osittais-
derivaatat ovat jatkuvia. Talloin

VeFxG)=G+(VxF)—F+(VxG)
Vx(FxG)=FV+G)—(F:V)G+ (G+V)F - G(V+F)
(6) Vx (VxF)=V(V:F) - V2F

(1)
(2)
(3) VF+G)=Fx (VxG)+G x (VXxF)+ (F+V)G+ (G+V)F
(4)
(5)

Kohdan (3) operaattori
o 0 0 0 0 0
V= (f1, f2 f3)* <8_ "By 8_) = f1a—x + fza—y + f3£
operoi kenttdin G seuraavasti:

AL i S L€ S 0T T
(F-V)G = fi o7 + f2 By + fs 0z missa or (8x 9z’ Or
<8G 9G

Ja Vastaavastl)

Todistus. Nami ovat suoria laskuja. Todistetaan (1) ja (2).

(1)

i J k
o o0 0
VxVf=|0x dy 9z
of of of
or Oy 0z
() 2R (30
Jdy0z  0z0y Jxdz 0z0x Oxdy 0Oyox
=(0,0,0) =0,
silla osittaisderivoinnin vaihtosddnnén mukaan O’f = O f , kun namé
Ox Oy Oy Ox

osittaisderivaatat ovat jatkuvia.

(2) Merkitain F = (P, Q, R):
B (‘9R 8@ oP 6R 0Q 0P
B O’R B 0%Q N 0*P B O’R N 0%Q B 0*P
 0xdy O0xdz Oydz Oydxr 0z0xr 020y

= 0.0
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Esimerkki 1.41. Osoita, ettd a) (F+V)r=F b) (F+V)c =0, kun c
on vakiovektori.

Ratkaisu. a)
(F+V)r = f1%+f2g—;+f3%
:fl(17070)+f2(07170)+f3<07071> = (f17f27f3) =F
b) (F’V)C:f1%+fzg—z+f3%:f1'0+f2'0+f3‘0:0

Esimerkki 1.42. a) Tarkastellaan tasaisessa ympyréliikkeessi a-séteiselld
ympyralla liikkuvaa massapistettd. Merkitddn massapisteen paikkavektoria
r:ll4, sen pituutta r:114, nopeusvektoria v:1l4 ja vauhtia v:114 sekd ympyréliik-
keen pyorimisakselin ja paikkavektorin vélistd kulmaa a:lla. Téalloin kulma-
nopeuden suuruudelle w pitee

V= wa = wrsin o.

Muistetaan, ettd jos w on vektori, niin ristitulo w X r on se vektori, joka
on kohtisuorassa sekd vektoria w ettd vektoria r vastaan, jonka pituus on
wrsina ja jonka suunta maadrdytyy oikean kiden sdannolla. Nain ollen jos
vektoriksi w valitaan se vektori, jonka pituus on w ja joka on pyorimisakselin
suuntainen oheisen kuvan mukaisesti, niin

V=w XT.

N&in maardytyvad vektoria w kutsutaan ympyriliikkeen kulmanopeudeksi
(angular velocity).

<av

0

Lasketaan nopeuskentén v roottori nablaussaant6d (5), lemmaa 1.27 ja edel-
listd esimerkkid kiyttden:

Vxv=VX(wxr)=w(Ver)— (weV)r+ (r.V)w —r(Vew)
=3w—-—w+0-0=2w.
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b) Oletetaan, ettd a-kohdassa ympyréliikkeen origo 0 liikkuu vakionopeu-
della u. Massapisteen nopeus v voidaan talléin jakaa osiin

V=u-+w Xr.

Nyt Vxv=Vxu+VXx(wxr)=0+ 2w = 2w. Nopeuskentin v roottori
kertoo siten ympyriliikkeen suunnan ja voimakkuuden. Sovellettuna virtaus-
kenttddn v tama tarkoittaa, ettd V x v kertoo virtauksen pyorteisyydestd.
Jos V xv = 0, niin kenttd on pydrteeton. Palataan tihin tarkemmin luvussa
10.

Esimerkki 1.43. Tyhjiossd sahkomagneettisessa kentdssa sdhkokentén voi-
makkuus E (V/m) ja magneettikentin voimakkuus H (A /m) riippuvat toi-
sistaan seuraavien Mazwellin yhtdldiden osoittamalla tavalla:

(a) V.E=0 (b) VeH =0
OH OE

(C)VXE:_MOE (d)VXHZEUE

Niissé pp on magneettivakio ja € sdéhkovakio (ugeg = 1/ c2, missi ¢ on valon
nopeus). Sekd E ettd H toteuttavat aaltoyhtalon:

PE ey 0
ot?

Todistetaan ensimméinen kiyttden nablaussdéntod (6) seki oletuksia (a)—(d):

V’E = Ko€o

VZE=V(V+E) -V x (V x E)

oH
= fioV X (E)

0
= log— H
Hoat(vx )
0’E
= Up€o—=-
Mooat2

Téassé toiseksi viimeisessd yhtdsuuruudessa kiytetty derivoimisjérjestyksen
vaihto voidaan perustella roottorin mééritelmén ja osittaisderivoinnin vaih-
tosddnnon avulla.

2 Kiyri

Téssa luvussa tutkitaan parametrisoituja kiyrid derivaattavektorin avulla ja
maéadritellddn kdyriintegraali skalaari- ja vektorikentille.
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2.1 Parametrisoitu kayra

Maéaritelma 2.1. Funktiota r: [a,b] — R",

r(t) = (z1(t), z2(t), . .., 2, (t)) (2.2)

kutsutaan vektoriarvoiseksi yhden muuttujan funktioksi. Funktiot z;: R — R
ovat r:n koordinaattifunktioita eli komponenttifunktioita.

Tapauksessa n = 2 merkitdan usein

ja tapauksessa n = 3
r(t) = (z(t),y(1), 2(1)) = x(t)i + y()j + 2(Dk.
Maié&ritelma 2.3. Vektoriarvoisen funktion (2.2) raja-arvo (limit) pisteessi

to € [a, b] on vektori

lim r(t) = (lim z1(t), ..., lim xn(t)) :

t—to t—to t—to

mikali ko. koordinaattifunktioiden raja-arvot ovat olemassa. r on jatkuva
(continuous) pisteessi to, jos

r(to) = lim r(t)

t—to

ja jatkuva, jos r on jatkuva jokaisella ¢ € [a, b].

Lause 2.4. Vektoriarvoinen funktio (2.2) on jatkuva jos ja vain jos kaikki
koordinaattifunktiot z;(t) ovat jatkuvia.

Todistus. r on jatkuva ty:ssa

< r(ty) = }L% r(t)

& (21(t), - . 2alte)) = <1im 21(t), ..., lim xn(t))

t—to t—to
& x(ty) = lim x;(t) jokaisella ¢
t—to
< x; on jatkuva fg:ssa jokaisella 7. O

Geometrisesti jatkuvuus tapauksessa n = 2 tarkoittaa sitd, ettd "kuva voi-
daan piirtdd kynda nostamatta”.
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Maé&ritelma 2.5. Jos funktio r: [a,b] — R™ on jatkuva, niin sitd kutsutaan
parametrisoiduksi kiyraksi (parametric curve). Kuvajoukko C' = r([a,b]) =
{r(t) : t € [a,b]} on kdyrdn jalki tai lyhyesti kdyrd. Kun n = 2, puhutaan
tasokdyrdistd ja kun n = 3, puhutaan avaruuskdiyrdstd. Piste r(a) on kdyrin
alkupiste ja r(b) loppupiste.

Tasokdyrad r voidaan havainnollistaa piirtaméalld pisteet (z(t),y(t)) muuta-
milla #:n arvoilla ja yhdistamalla ndin saadut pisteet.

Esimerkki 2.6. Kuva kiiyriista r(t) = (2,1 — 3t), -2 <t < 2:

Yy
t | r(t r(—1
;) (i,) 2) 2T <y r(2)
—3/2 | (9/4,9/8)
-1 (1,2) 1
—1/2 | (1/4,11/8)
0] (0,0)
1/2 | (1/4,-11/8)
1](1,-2)
3/2 | (9/4,-9/8)
21(4,2)

Kéyrédn jilki C' voidaan ilmoittaa my6s muulla tavoin kuin antamalla lause-
ke r(t), jolloin tarvittaessa muodostetaan parametrisointi (parametrization)
r: [a,b] — R, jolle r([a,b]) = C. On huomattava, ettd kdyralla C' on aina
adrettoméin monta erilaista parametrisointia.

Esimerkki 2.7. Yksikkdympyrin C' = {(z,y) € R*: z*+y* = 1} paramet-
risoinniksi otetaan yleensi

r(t) = (cost,sint), 0<t <2,

Tata parametrisointia muokkaamalla saadaan C:lle samantapaisia paramet-
risointeja, joissa on eri vauhti, kiertosuunta tai alku- ja loppupiste:

r(t) = (cos(2t),sin(2t)), 0<t <,

r(t) = (cos(—t),sin(—t)) = (cos(t), —sin(t)), 0<t < 2m,
r(t) = (cos(t + m/2),sin(t + 7/2)), 0<t <2,

r(t) = (cos(t),sin(t)), 0<t < 5.

Niista viimeisessd parametrisoinnissa kierretddn yksikkoympyréd 2,5 kertaa.
Yleensi pyritaéan valitsemaan itsedén leikkaamaton parametrisointi (ks. maa-
ritelmé 2.32).
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Huomautus 2.8. Jatkuvan funktion f: [a,b] — R kuvaajalle y = f(x)
voidaan ottaa parametrisoinniksi

x(t) = (t f(t)), t€a,b]] (2.9)

y = f(x)

Esimerkiksi kiyrdn y = sinx, 0 < 2 < 7, parametrisoinniksi kiy
r(t) = (t,sint), 0 <t <.

Huomautus 2.10. a) Kiyrian méirittelyviliksi voidaan suljetun ja rajoite-
tun vélin [a, b] sijasta ottaa my6s mikd tahansa véli I C R (avoin, puoliavoin
tai rajoittamaton). Esimerkiksi esimerkin 2.6 kiyrd r(t) = (¢2,¢> — 3t) vélilla
t € ]0,00):

b) Yleensd sovelluksissa ¢ on aika ja r(t) on massapisteen paikka hetkelld
t, jolloin paikka r = (z,y, z) riippuu ajasta: r(t) = (z(t),y(t), z(t)). Talloin
kiyrdn jilki C' = r([a,b]) kuvaa massapisteen kulkemaa reittia aikavalilld
a<t<hb.

Joskus tasokdyrdn C' parametrisoinnista x = z(t) ja y = y(t) voidaan eli-
minoida muuttuja t, jolloin C' voidaan ilmoittaa muuttujien = ja y avulla
koordinaattimuodossa g(x,y) = 0.

Esimerkki 2.11. IImoita koordinaattimuodossa r(t) = (t +1,t* —2), t € R.
Ratkaisu. Nyt 2 =t +1 ja y = t* — 2. Ratkaistaan ensimmaéisestd yhtilosti
t = x — 1 ja sijoitetaan jilkimmaiseen: y = (v — 1)> — 2 = 2% — 2x — 1.
Kyseessi on paraabeli y = 22 — 2z — 1. Vaihtoehtoisesti voitaisiin siis kiytti
parametrisointia ro(t) = (t,t> — 2t — 1), t € R.
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Huomautus 2.12. Suoran parametriesitys.

0

Pisteiden a ja b kautta kulkevan suoran wvirittdjivektoriksi voidaan valita
d = b — a, jolloin x on suoralla jos ja vain jos x = a + td jollakin ¢t € R.
Pistettd a kutsutaan kauttakulkupisteeksi. Kuvaan on piirretty pisteet x ¢:n
arvoilla t = —% jat= % Suoran parametrisoinniksi kiy siis

r(t)=a-+td, teR. (2.13)

Esimerkki 2.14. Missi pisteessi pisteiden (1,2, 3) ja (6,5, 4) kautta kulkeva
suora leikkaa yz-tason?
Ratkaisu. Parametrisoidaan suora:

r(t) = (1,2,3) + £((6,5,4) — (1,2,3)) = (5t + 1,3t + 2, + 3).

yz-tasolla x-koordinaatti on 0, ts. 5t + 1 = 0, josta t = —%. yz-tason leik-

kauspiste on siis r (—%) = (O, g, %)

Esimerkki 2.15. Alla on kuvat kiyrista

r(t) = (cost,sint,t/10), 0 <t < 57 (ruuvikdyrd, heliz),
r(t) = (tcost,tsint,t), 0 <t < 5,
r(t) = (cost,sint,cos(4t)), 0 <t < 2.

Mieti, miten parametrisoinnit toimivat. Millainen olisi kiyra

r(t)

(t/10,cost,sint), 0 <t < bn?

0 10 "0
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Esimerkki 2.16. Muokataan yksikkoympyrdd 22 + y? = 1 siten, ettii a-
koordinaatit muuttuvat a-kertaisiksi ja y-koordinaatit b-kertaisiksi (a, b > 0).
Tason piste (x,y) on siten syntyvilld tasokdyralld jos ja vain jos (z/a,y/b) on
yksikkdympyralld (silla téllin uuden kdyrén a-koordinaatti on a-kertainen
yvksikk6ympyrin vastaavaan pisteeseen verrattuna ja y-koordinaatti b-kertai-
nen), ts.

2 2
T )
St =L (2.17)
Tété tasokdyrdd kutsutaan ellipsiksi (ellipse). Lukuja a ja b kutsutaan el-
lipsin puoliakseleiksi (semiazes). Ellipsin voidaan ajatella syntyvin myos ku-
vaamalla yksikkGympyré lineaarikuvauksella T'(z,y) = (ax, by). Seuraavassa
kuvassa a > b, jolloin ellipsi on litistynyt y-suunnassa. Jos a = b, niin ky-

seessd on a-sdteinen ympyra.

Ellipsin parametrisoinniksi voidaan ottaa
r(t) = (acost,bsint), 0<t < 2. (2.18)

Perustelu: jokainen piste r(t) = (z(t),y(t)) = (acost,bsint) on ellipsilla, silla

s 2 = cos’t +sin’t = 1.

Lisdksi t:n kasvaessa r(t) kiertdd vastapdivaan ellipsilld, silla valilla 0 < ¢ <
x(t) = acost vihenee ja y(t) = bsint > 0 ja valilld 7 < ¢ < 27 z(t) = acost
kasvaa ja y(t) = bsint < 0. Kun vield lasketaan r(0) = (a,0), r(7/2) = (0,b),
r(m) = (—a,0), r(37/2) = (0, —b) ja r(2w) = (a,0), niin r(¢):n jatkuvuuden
nojalla kuvajoukko on koko ellipsi. On kuitenkin syytd huomata, ettd para-
metri ¢ ei ole r(¢):n ja positiivisen z-akselin vilinen kulma, ellei kyseessd ole

ympyré (a = b).
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Esimerkki 2.19. Parametrisoi tason 3z + 2y + z = 4 ja elliptisen sylinterin
2?2 + 4y% = 4 leikkauskiyri C.

Ratkaisu. Pinnan 2?4 4y? = 4 yhtilo voidaan muokata jakamalla puolittain

4:114 muotoon ) )

>y

» !
xy-tasossa tdmaé on ellipsi, jonka puoliakselit ovat 2 ja 1. xyz-avaruudessa pin-
naksi tulee siten kuvan mukainen elliptinen sylinteri. Esimerkin 2.16 mukaan
xy-tasossa voidaan parametrisoida z = x(t) = 2cost jay = y(t) = sint. Kun
liséiksi pinnan yhtélosta ratkaistaan z = 4—32—2y = 4—6 cost—2sint = z(t),
niin kdyrdn C' parametrisoinniksi saadaan

r(t) = (2cost,sint,4 —6cost — 2sint), 0 <t < 2.

2.2 Kayran derivaattavektori

Miiritelmi 2.20. Kéyrd r on derivoituva (differentiable) pisteessi t €
[a, b], jos on olemassa raja-arvo

() = lm r(t + h})L —x(t)

ja derivoituva, jos r on derivoituva jokaisella ¢ € [a,b]. Raja-arvoa r'(t) (ja
funktiota r’: [a,b] — R™) kutsutaan derivaataksi, derivaattavektoriksi tai
tangenttivektoriksi (derivative, tangent vector).

Kéytetddn myos merkintoja r'(t) = = Dy(r(t)).
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Y

r'(¢)

r(t+h)—r(t)
r(t)

4 r(t+h)—r(t)

I

r(t+h)
x
Lause 2.21. r(t) = (z1(t),...,z,(t)) on derivoituva pisteessi t jos ja vain

jos kaikki koordinaattifunktiot x;(t) ovat derivoituvia t:ssi. Tdlloin

r'(t) = (@1 (), .., 2, (1))-

Toisin sanoen: kdyrd derwoidaan koordinaateittain.

Todistus.
Y(t) }ll_ﬂ% r(t+ h]z —r(t)
_ lim (x1(t+h),...;x,(t+ D)) — (21(),...,2,(t))
h—0 h
o (m(th) — (L) Tt +h) — x,(t)
pa(2eyzat "o
B x1(t + h) — x1(t) . xp(t+h) —x,(t)
- (;1336 h oo >
- (xll(t)a 7x;b(t)) L

Maaritelma 2.22. Jos n = 3 (tai n = 2), t on aika ja r(t) = (x(t),y(t), 2(t))
tulkitaan massapisteen paikaksi hetkelld ¢, niin mé&aritellain

v(t) =1'(t) = (2'(t),y(t), 2'(t)) nopeus (velocity)

v(t) = |[v®)] = Vo' ()2 + v (1)2 + 2/(t)2  vauhti (speed)
alt)=v'(t)=r"(t) = (2"(t),y"(t),2"(t))  kiihtyvyys (acceleration)

Esimerkki 2.23. Tarkastellaan esimerkin 2.6 kiyrdd r(t) = (¢2,¢% — 3t),
—2<t<2.

a) Laske tangenttivektori kiiyrén pisteeseen (9/4,9/8).

b) Missé pisteissa kdyrilld on vaakasuora tangentti?
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c) Mitké ovat kiiyran ja z-akselin leikkauspisteet?

d) Tutki vauhtia v(t).

Ratkaisu. a) Derivaatta onr'(t) = (2t, 3t>—3). Koskar(—3/2) = (9/4,9/8),
niin kysytty derivaattavektori on r'(—3/2) = (—=3,15/4).

Y
N o(t)
§) ].0 T
2 4
5 1

} t x
\%\4
t t t +— ¢
-2+ -2 -1 1 2

b) Kiyrilld on vaakasuora tangentti, kun y/'(t) = 0 (ja 2/(t) # 0). ¥/'(t) =
32 -3=0 & t? =1 & t = 41. Kiyrilld on vaakasuora tangentti siis
pisteissd r(—1) = (1,2) jar(1) = (1,—2).

c) z-akselin leikkauspisteissi y(t) = 0, ts. t* =3t = t(t*—3) = 0 & t =0 tai
t = +1/3. Leikkauspisteet ovat siis r(0) = (0,0) ja r(—v/3) = r(+v/3) = (3,0).
d) Vauhti v(t) = [[f'(t)]| = /(2t)2 + (3t2 — 3)2 = V/Ot* — 14¢2 + 9 on suu-
rimmillaan alkupisteessd r(—2) = (4, —2) ja loppupisteessi r(2) = (4,2) ja
pienimmilldén ¢:n arvoilla ¢t ~ +0,88 pisteissd r(—0,88) ~ (0,78; 1,96) ja
r(0,88) ~ (0,78; —1,96) (ks. v(t):n kuvaaja).

Esimerkki 2.24. Olkoon kappaleen paikka r(t) = (¢,t% ¢*) ajanhetkelld ¢.
Laske nopeus, vauhti ja kiihtyvyys kappaleen ollessa pisteessi (2,4, 8).
Ratkaisu. Nyt

v(t) = (1,2t,3t%),
v(t) =V1+422 + 94 ja
a(t) = (0,2, 6t).

Kappale on kyseisessé pisteessd hetkelld ¢ = 2, silld r(2) = (2,4,8). Siten
kysytty nopeus on v(2) = (1,4, 12), vauhti v(2) = v/161 ja kiihtyvyys a(2) =
0,2,12).

Esimerkki 2.25. Tlmoita ruuvikdyrén r(¢) = (cost,sint,t) pisteeseen
(0,1, 7/2) piirretyn tangenettisuoran esitys parametrimuodossa.
Ratkaisu. Kyseisessi pisteessi ¢ = m/2. Derivaatta on
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r'(t) = (—sint,cost, 1), joten tangenttisuoran virittdjavektoriksi voidaan ot-
taa r'(w/2) = (—1,0,1). Kysytyn tangenttisuoran parametriesitykseksi saa-
daan

1'2(5) = (Oa 177T/2> + S(_17 07 1) = <_S> 177T/2 + 5)7 seR.
Tangenttisuora kulkee siis tasolla y = 1 ja leikkaa zy-tason 45° kulmassa.

Lause 2.26 (Derivoimissidintoji). Olkoot u ja v derivoituvia kdyrid, h de-
rivoituva reaalifunktio ja ¢ € R vakio. Télloin

(1) Di(u(t) +v(t)) = u'(t) + v'(t)

(2) Difcu(t)) = cu'(t)

(3) Du(h(t)u(t)) = K (t)u(t) + h(t)u'(?)

(4) Di(u(t)v(t)) = u'(t) v (t) +u(t) - v'(t)

(5) Di(u(t) x v(t)) =u'(t) x v(t) +u(t) x v'(t)  (R%:ssa)
Todistus. Namé ovat suoraviivaisia laskuja. Todistetaan (3): Merkitdén
u(t) = (wi(t), ..., un(t)). Nyt

D(h(t)u(t)) = D(h(t)ui(t),. .., h(t)u,(t))

= (D(h(t)ui(?)), . .., D(h(t)un(?)))

= (W (t)ur(t) + h(t)ui(t), ..., B (O)u,(t) + h(t)u,(t))

=N (t)(ur(t), ..., un(t)) + h(E) (W) (t), ... u,(t))

= K (t)u(t) + h(t)ud'(t). O

2.3 Sileat kayrat, yksikkotangentti ja paanormaali

Kayran r jilki C ei vilttdméatta naytd “siistiltd” kayraltd. On esimerkiksi
olemassa jatkuva kilyri r: [0,1] — R, jolle jélki r([0, 1]) on koko yksikkénelié
[0,1] %[0, 1] (ns. Peanon kdyrd')! Lisiksi kiiyréssi voi olla kirkia, vaikka kiyra
olisi derivoituva ja derivaattavektori jatkuva. Téstd kiy esimerkiksi kayrid
r(t) = (3,83, -1 <t < 1:

'Ks. en.wikipedia.org hakusanalla Peano curve.
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Tille kiiyrélle r'(¢) = (2t, 3t?), joten r'(0) = (0, 0). "Vauhti pyséihtyy” origossa
r(0) = (0,0), johon on silloin mahdollista muodostua kérki, vaikka r(t) onkin
jatkuva. Seuraava ehto takaa, ettd kiyra nayttaa siledlta.

Miaritelma 2.27. Kéyra r: [a,b] — R™ on siled (smooth), jos r’ on jatkuva
ja r'(t) # 0 kaikilla ¢ € [a, b].

Siledlla kayralld on jokaisessa pisteessd nollavektorista poikkeava tangent-
tivektori r'(t), josta saadaan normeeraamalla yksikkotangenttivektori (unit
tangent vector)

REOREEC
TO= o1 = oy (228)

Lemma 2.29. T'(t) L T(t) kaikilla t.
Todistus. Koska T(t) on yksikkévektori, niin
IT(®)|* = T(t)+ T(t) = 1.
Derivoidaan puolittain kdyttden vasemmalla puolella lausetta 2.26 (4):
T'(t)«T(t) + T(t)T'(t) =0 = 2T'(t)T(t)=0 = T'(t)-T(t) =0. O

T’(t) on siis kilyrdn erds normaalivektori. Jos T'(t) # 0, niin méaéritelldén
kiyran r(t) paanormaali (principal unit normal) n(t) normeeraamalla T'(t)
ykkosen pituiseksi:

_ T@)
nlt) = T (2.30)
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Esimerkki 2.31. Laske a-séiteisen ruuvikdyrdn r(t) = (acost,asint,bt),

a,b > 0, yksikkotangentti ja padnormaali (ks. kuva sivulla 26).
Ratkaisu. Tille kiyrille

r'(t) = (—asint,acost,b),

joten yksikkotangentti on

() r'(t)  (—asint,acost,b)  (—asint,acost,b)
[N \/a2(sin?t 4 cos?t) + b2 Va2 + b?
ja siten
T(t) (—acost,—asint,0)
Vva?+ b?
Nyt
T (1)]] = Va?(sin® t + cos?t) a
Va2 + b? Va? + %
joten padnormaali on
T'(¢) :
n(t) = o] = (—cost,—sint,0).

Pohditaan vield ratkaisun oikeellisuutta:
n(t)er'(t) = acostsint — asintcost = 0,
joten ainakin n(t) on kohtisuorassa kiyraéd vastaan. Lisdksi
In(t)|| = Vcos?t + sin’t = 1,

joten n(t) on yksikkévektori.

2.4 Suunnistus ja vastakayra

Maiéritelméi 2.32. Olkoon r: [a,b] — R kiyri. Jos r(a) = r(b), niin kiyra
r on suljettu (closed) eli umpinainen. Kayra r on yksinkertainen (simple), jos
se ei leikkaa itseddn, ts. jos r(t;) # r(ty) aina, kun t1,t € [a,b] ja t1 # to

(suljetulle kiyrille tdssa sallitaan r(a) = r(b)).

(2o = (2

yksinkertainen  yksinkertainen  ei yksinkertainen  ei yksinkertainen

ei suljettu suljettu ei suljettu suljettu
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Jos kiyrd on yksinkertainen, niin parametrisointi ei piirrd kdyrad edestakai-
sin, vaan kuljetaan edeten alkupisteestd loppupisteeseen. Tama antaa mah-
dollisuuden luokitella kidyran jiljen yksinkertaiset parametrisoinnit kahteen
luokkaan sen mukaan, kumpaanko suuntaan eteneminen tapahtuu:

Maaritelma 2.33. Jos yksinkertaisilla kdyrilla ry: [a,b] — R™ ja
ro: [, B] = R™ on sama jilki C, niin kdyrilld ry ja ry on sama suunnistus
(orientation), jos ri(a) = ra(«) ja ri(b) = ro(B) (ts. kuljetaan samaan suun-
taan), muutoin vastakkainen suunnistus.

Kayran C = r([a,b]) vastakdyrd —C' on kidyré, jolla on sama jalki kuin
C:ll4, mutta vastakkainen suunnistus.

—C

Kéayrda C' ja sen vastakiy-
rd —C, joilla on paramet-
risoinnit ry: [a,b] — R™ ja
ry: [, 8] — R™

Yksinkertaisen kiyréan r: [a, b] — R™ vastakiyrdn parametrisoinniksi voidaan
valita esimerkiksi

rla+b—1t), te€]a,b tai
ro(t) =r(—t), te€[-b,—a]

Esimerkki 2.34. Paraabelin C = {(z,y) € R* : y =2% 0 <z < 1}
parametrisointi r(t) = (¢,¢?), 0 < ¢t < 1, kulkee vasemmalta oikealle. Oikealta
vasemmalle kulkevaksi vastakdyriksi voidaan ottaa esimerkiksi

ri(t)=r(l—t)=(1—-¢t(1-1t?%, 0<t<1,  tai
ry(t) = r(—t) = (—t,t%), —-1<t<0.

Esimerkki 2.35. Esimerkissd 2.7 muodostettiin yksikkdympyrélle

C = {(z,y) € R*: 2? + y* = 1} parametrisointeja sinin ja kosinin avulla.
Nyt y = ++1 — 22, joten kiiyrin C x-akselilla ja sen yldpuolella oleva osa
voidaan parametrisoida

ri(t)=({tvV1i-¢), -1<t<1
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x-akselilla ja sen alapuolella oleva osa
ro(t)=(t,—V1—-1¢), —-1<t<1.

Néissd parametrisoinneissa ympyrinpuolikkaat on suunnistettu vasemmalta
oikealle. Muokataan naistd yksi jatkuva parametrisointi r koko yksikkdym-
pyrélle. Vaihdetaan ensin ro:n suunnistus oikealta vasemmalle:

rs(t) = (—t,—/1—(-1)?), —-1<t<1

Haluaisimme liittd4 parametrisoinnit ry ja ry yhteen siten, ettd ri(1) = r3(1).
Muokataan rz:n parametrivailia:

r(t)=(2—-1t),—/1-(2—1)?), 1<t<3.
Nyt voidaan méaritelld C:lle jatkuva parametrisointi
H(t) = (t,vV1—1t?), kun —1<t<1,
|l @2-t,—y/1-(2-1)?), kan1<t<3,

joka suunnistaa C':n myo6tapaivadn. Piirrd kuval

2.5 Kayran pituus

Vilin [a, b] jako (partition) on joukko P = {to,t1,...,tx}, missd a = t; <
ty < --- <ty ="b. Jaon normi (norm) on
|P| = max (t; — t;_1),
1<i<k
ts. pisimmaén jakovilin pituus. Olkoon r: [a, b] — R" kdyrd. Approksimoidaan
sitd pisteiden r(to), r(¢1), ..., r(t;) kautta kulkevalla murtoviivalla. Murtovii-
van pituus on
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Kéyran pituus on nyt jirkevad méiritelld murtoviivan pituuden raja-arvona,
kun suurimman jakovélin pituus |P| — 0. Seuraavassa maaritelmassi rajan-
kiaynti tapahtuu yli kaikkien osavilijakojen P. Kyseisen raja-arvon tarkan
médritelméan sivuutamme. Voidaan kuitenkin osoittaa, ettd raja-arvo on ai-
na olemassa reaalilukuna tai se on = oco. Tamé perustuu siihen, ettd jaon P
tihetessd sp kasvaa ja muodostaa siten “kasvavan jonon”.

Miaritelma 2.36. Kayran r: [a,b] — R™ pituus (length) on

s = lim sp.
|P|—0

Kéyran pituuden laskeminen médritelméda kiyttden onnistuu kiytdnndssa
harvoin. Jatkuvasti derivoituvan kiyrén pituus sitd vastoin voidaan laskea
seuraavalla kaavalla.

Lause 2.37. Jatkuvasti derivoituvan kdyrin r: [a,b] — R™ pituus on

s = / ()] de.

Todistus. Perustellaan viite ideatasolla geometrisesti. Tutkitaan kiyrda pis-
teiden r(¢;,_1) ja r(¢;) vélissd. Derivaatan méadritelmén 2.20 mukaan pienilld
At; = t; — t;,_1 voidaan arvioida

r(t;) —r(ti_1) ~r

ts.

r(t;) —r(ti1) =~ r'(t; ;) At;, (2.38)

missé arvio on sitd parempi, mitd pienempi At; on.

Jos pisteiden r(t;_1) ja r(t;) vilissd olevan kiyrdnpalan pituutta merkitdin
As;:114, niin (2.38):mn nojalla voidaan arvioida

As, ~ [[e(t:) = vt | ~ [ (o) AL (2.39)
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ja niinpa
k k
s=Y Asim Y |Y(tiy)|| At
=1 =1

Jalkimméinen summa on funktion [|r(¢)|| Riemannin summa valilld [a,b],
josta saadaan rajalla |P| — 0 integraali ff |/ (¢)]] dt. O

Puhutaan myos kidyrdn (jiljen) C pituudesta, joka lasketaan valitsemalla
kiyridlle C jokin parametrisointi. Voidaan osoittaa, ettd talloin kidyran C'
pituus ei riipu parametrisoinnin valinnasta, kunhan pidetdan huoli siita, etta
parametrisointi on yksinkertainen.

Esimerkki 2.40. Laske kiyran r pituus, kun r on
a) sivulla 30 esitelty kiyrd r(t) = (12,3), =1 <t < 1,
b) a-siteinen ruuvikiiyrd r(t) = (acost,asint,bt), a,b > 0,0 <t < 2.

Ratkaisu. a) Nyt ||r/(2)| = ||(2t, 3t?)|| = V412 + 9t = |t|/4 + 912, joten
1 1 1
sz/ ||r’(t)||dt=/ \t|\/4+9t2dt:2/ V4 +9t2 dt
- -1

1 0
1

2 2
=5/ (44 9t2)3/2 = ﬁ(13\/13 —8).
0

b) Derivaatta on r'(t) = (—asint,acost,b), joten

I’ (8)|| = \/CLQ(sin2 t + cos?t) + b? = Va? + b2

Niinpi
2w 2w
s:/ I @®ldt = | Va@+ 02dt = 2rV/a® + 2.
0 0

Esimerkki 2.41. Tarkastellaan kdyrad r(¢) = t(cost,sint) = (¢t cost, tsint),
0 < t < 4m. Miksi kiyran jalki on oheisen kuvan mukainen Arkhimedeen
spiraali? Vertaa yksikkGympyran parametrisointiin ro(t) = (cost,sint). Las-
ketaan kayrin pituus:

r'(t) = (cost — tsint,sint + t cost),

joten

I’ ()| = \/(cost — tsint)? + (sint + t cost)?

= \/(t2 +1)(sin®t + cos?t) = V2 + 1.
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Kayréan pituus on siten

A ti2 +
s = \/t2+1dt:/ (— —1n (t—i—\/t? ) ~ 80.8,
0

0 2
missé integraalifunktio on sijoitusmenetelmélld laskettua taulukkokirjatietoa.

Y

10

T

2.6 Reaaliarvoisen funktion kiyriintegraali

Kéyriintegraalin méaaritelman motivaationa voidaan kiyttda seuraavaa ky-
symystd: Jos kiyrdn C' = r([a,b]) muotoisen langan (pituusyksikkonid m)
pituustiheys pisteessi (z,y,2) € C on f(z,y, z) (kg/m), niin mikd on langan
massa’

Pienen kidyrianpalan As; tiheys voidaan olettaa likimain vakioksi, jos f on
jatkuva. Siten sen massalle Am; pétee arvion (2.39) nojalla

Am; ~ f(r(ti-1))As; = f(r(ti-n))|[r' (ti-i) | At

ja kdyran kokonaismassalle

k
m=> Am;~ Zf tio)) X (tis) || At
=1

Téama on funktion f(r(¢))||r'(¢)|| Riemannin summa vililla [a, b], joten rajalla

|P| — 0 saadaan
n= [ el

Otetaan taméi yleiseksi kdyrdintegraalin méaritelmaksi:

Maaritelma 2.42. Jatkuvan skalaarifunktion f: R™ — R kdyraintegraali
(line integral) jatkuvasti derivoituvan kdyrdn C' = r([a, b]) yli on

/fds—/f DI (0] .
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Kéytetddn myos sanontoja kiyrédintegraali kdyrdn C suhteen ja pitkin kdyrdd
C sekd nimityksid polkuintegraali ja tieintegraali. Merkinndssd |, o | ds eioteta
kantaa kiyran C' parametrisointiin. Voidaankin osoittaa, ettd kiyrdintegraali
ei riipu parametrisoinnin valinnasta, ts. jos kiyralla C' on kaksi yksinkertaista
jatkuvasti derivoituvaa parametrisointia rq: [a,b] — R" ja ry: [a, ] — R™,
niin

b B
/f(r1<t))|\r’1(t)lldt=/ fx2(6))[[ro(t)]] dt. (2.43)

Erityisesti kiyriintegraali kiyrdn C' ja minkd tahansa vastakiyrin —C' suh-

teen ovat yhtasuuret:
/fds :/ fds. (2.44)
c -C

Integraali paloittain siledn kiyrin C' = Cy U Cy U --- U C), suhteen asetetaan

/fds: fds+ fds—l— / fds.
c Ch
Lauseen 2.37 nojalla yksinkertaisen jatkuvasti derivoituvan kdayrian C' pituus

on
s:/ 1ds. (2.45)
L Jo |

Tapauksissa n = 2 jan = 3 kiyrdintegraalia voidaan merkitd [, f(z,y) ds ja
[ f o f(2,y, 2) ds ja madritelmd 2.42 voidaan kirjoittaa seuraavasti:

/fxy ds-/ f(x Wdt (2.46)

ja

/Cf(l“,y,Z) dSZ/ Fla(t),y(t), 2(0) V' ()2 + /()2 + 2/(8) dt. | (247)

Esimerkki 2.48. Laske
(x +2)ds,
c
. . . . . . . . . 4 3/2- 1 2
missd C' on kiyrd, jonka parametrisointina on r(t) = ti + §t ]+ §t k,
0<t<2.
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Ratkaisu. Koska r'(t) = i + 2t'/2j + tk, niin ||v'(¢)|| = v/1 + 4t + 2. Lisiksi
ko. kiyrdlla x = ¢, joten

2 1 9
/($+2)d82/ (t+2) 1—|—4t—|—t2dt:§/ (44 26)(1 + 4t + )V dt
C
10 2 1 ’
=—/ (1+4t+t2)3/2:§(13\/13—1),
0

3
/ zy? ds,
c

Esimerkki 2.49. Laske

kun C = {(z,y) e R?: 22+ y?> =1, £ > 0, y > 0}, ts. C on ensimméisessi
koordinaattineljinneksesséd oleva yksikkdympyran osa.

Ratkaisu. Ensin on haettava jokin parametrisointi kiyralle C'. Kaytetaan
parametrisointia

r(t) = (cost,sint), 0<t<

bo | 3

Nyt [[r'(#)]| = ||(—sint, cost)| = Vsin®t + cos?t = 1, joten

7'1'/2 77/21 1
/IdeS:/ costsith-ldt:/ —cos’t = —.
c 0 0o 3 3

Toinen mahdollisuus olisi kiyttda parametrisointia

r(t) = (&, V1 —t), 0<t<l.

Talloin
t
yt—@ﬁ___)
(1) —
joten
12 1—1¢2 2 1
Niinp4

1 1 1 12
2d _/tl—t2 dt_/tl—t2 dt
[avas= [ =)ot~ [1-#)
1
~ S taoeyprll
3 3

Huomautus 2.50. Esimerkin 2.49 jilkimmaéinen parametrisointi ei itse asi-
assa ole jatkuvasti derivoituva vélin péditepisteeseen t = 1 saakka. Tama ei
kuitenkaan haittaa, kunhan mééaritelmén 2.42 integraali suppenee.
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2.7 Massa ja massakeskipiste

Jos k kappaletta massapisteitd m; on paikoissa r; = (z;, y;, z;), niin kokonais-
massa on

m=>Y m (2.51)

ja systeemin massakeskipiste r = (7,7, Z) on paikkavektoreiden r; massoilla
m; painotettu keskiarvo
k
1
r = E Zl m;r;,
1=

eli koordinaateittain

k k k
1 1 1
T=— ity Y= — i ] zZ=— iZi. 2.952
T — ;lmx ] — ;lmy ja Z — ;lmz ( )

Olkoon kdyréin C' = r([a, b]) muotoisen ohuen langan pituustiheys § (kg/m).
Muita tyypillisesti kdiytettyja merkintojé pituustiheydelle ovat p ja A. Talloin
langan massa on luvussa 2.6 todetun perusteella

mzlpw. (2.53)

Voidaan myos ajatella, ettd kiiyranpalan ds massa on 0 ds ja nditd massoja
"lasketaan yhteen”, jolloin yhtalostd (2.51) paddytddn médritelmian (2.53).
Samalla tavoin yhtéloista (2.52) lihtien voidaan perustella langan massakes-
kipisteen (centroid, center of mass) (T,7y,Z) maaritelméksi

1 1 1
Ez—/mdds, y:—/yéds ja E:—/zdds.
m.Jjc m.Jjc m.Jjc

k:n massapisteen hitausmomentti on

k
_ 2
I = g m;r;,
i=1

missi r; on etdisyys pyorimisakselista. Siten langan hitausmomentin (moment
of inertia) maaritelméiksi otetaan

I:/pzéds,
c
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missd p = p(x,y, z) on pisteen (x,y, z) etdisyys pyorimisakselista. Hitausmo-
mentin yksikk6é on

k
1] = [p*6ds] =m” - agm = kgm?.

Esimerkki 2.54. Olkoon ruuvikiyrin r(t) = (cost,sint,t), 0 < t < m,
muotoisen langan pituustiheys d(x,y, z) = z. Laske langan

a) massa ja massakeskipiste,

b) hitausmomentti z-akselin suhteen.

Ratkaisu. a) Nyt r'(t) = (—sint, cost, 1), joten

IF(8)]| = Vsin2t +cos?t + 1 =TI+ 1 =2

Lisdksi z = t, joten

T \/§ 7" 7.‘_2
m = 5ds:/t\/§dt:—/t2:—.
/C 0 2 /o V2

Massakeskipisteen z-koordinaatti on siten

T2

1 2 [T 2 /"
f:—/xéds:£ cost't\/ﬁdt:—Q/ (cost + tsint)
m Jo 0 T 0
4

=~ ~ 0L,

Vastaavalla tavoin lasketaan

Massakeskipiste on siis (— ) ~ (—0,41;0,64;2,09).

w2 3
Hahmottele kuva kidyrdsta. Onko tulos jarkevd, kun huomioidaan, ettd xy-
tasolla tiheys on nolla ja kasvaa lineaarisesti siirryttiessi z-suunnassa ylos-
péin?

b) Etdisyyden nelié pyorimisakelina olevasta z-akselista on

p(x,y,z) = 22 + 92, joten

I:/p2(5d$:/ (sin2t+coszt)t\/§dt:/ t\/ﬁdt:\/—_/ 2"
C 0 0 2 0 \/§
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2.8 Vektorikentan kiyriintegraali

Opintojaksolta Insindérimatematiikka 2u muistetaan, etti vektorin u € R?
projektio u, yksikkovektorille e € R? on u, = (u+e)e. Kerrointa u e kutsu-
taan skalaariprojektioksi.

Liikkukoon massapiste suoraviivaisessa matkan s verran yksikkovektorin e
suuntaan ja vaikuttakoon siihen siirtymén ajan vakiovoima F. Téll6in voi-
man kappaleelle tekemé tyo on siirtymén suuntaisen F:n komponentin (ska-
laariprojektion) ja matkan tulo, ts.

W = (F-e)s.

Enta jos massapiste ei liiku suoraviivaisesti tai voima ei ole vakio? Olkoon
r(t) massapisteen paikkavektori ajanhetkelld t (e < ¢t < b) ja vaikuttakoon
pisteessi (z,y, z) massapisteeseen voima F(z,y, z). Mikd on voiman massa-
pisteelle tekemé ty6, kun massapiste siirtyy kiyréin C' = r([a, b]) alkupisteesta
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loppupisteeseen? Tehdédin pieni As;:n pituinen siirtymaé pisteestd r(t;_1) pis-
teeseen r(t;). Jos F on jatkuva, niin voima on siirtymén aikana likimain vakio
ja F:84 voidaan arvioida sen arvolla alkupisteessi r(¢;_1), ts. voima on siir-
tymén aikana likimain F(r(¢;,_1)). Siirtymén suuntaa voidaan arvioida yksik-
kotangenttivektorilla siirtymin alkupisteessi eli vektorilla T(r(¢;_1)).? Siir-
tymén pituudelle kiiytetdan (2.39):n mukaista arviota As; = ||r/(¢;_1)||At;.
Niinpd voiman siirtymaéssd tekemaélle tyolle saadaan arvio

AW; = F(r(ti-1)) « T(r(ti-1) I’ (1) [| A
ja kokonaistyolle arvio

W= 3 AW~ 3T F(e(ti) Tt 1 (o)At

Téami on funktion F(r(¢))T(r(t))|r'(¢)|| Riemannin summa valilld [a, b],
joten rajalla |P| — 0 saadaan

W:/ F(r(t))-T(r(t))Hr’(t)Hdt:/CF-Tds.

Otetaan taméi yleiseksi vektorikentdn kdyrdintegraalin méaaritelmaksi:

Miaritelma 2.55. Jatkuvan vektorikentan F: R™ — R™ kayraintegraali (li-
ne integral) siledn yksinkertaisen kdyrin C' = r([a, b]) yli on

/F-Tds.
c

2T4ssé teknisistd syistd T: R™ — R™ on nyt paikan funktio toisin kuin méiiritelméissi
(2.28) (jossa T oli t:n funktio). Niin voidaan menetelld, jos kilyrd on siled ja yksinkertainen
ja suunnistus on kiinnitetty, silld télléin yksikkGtangentti T riippuu ainoastaan kdyran
pisteestd r(t).
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Esimerkki 2.56. Laske vektorikentin F(z,y, 2) = (v, yz, 2*) kiiyriintegraali
pitkin kiyrdd r(t) = (t,1,1?) pisteestd (—1,—1, 1) pisteeseen (2,2,4).
Ratkaisu. Nyt r'(¢) = (1,1, 2¢), joten

F(r(t)« T(x(t) = F(r(t)) - H:EgH = (L151) %

r(—1)=(-1,-1,1) jar(2) = (2,2,4), joten parametrivili on —1 <t < 2 ja

2 1,1,2t)
FeTds = t, 1 ¢ uLLL—V2+@%u
/C -1 ( ) V2 + 4¢2

2
:/@ﬁﬁy@LMﬁ
-1
2 51
3 P —
[ﬁm+ﬂm_4

Huomataan, ettd neliGjuuret kumoutuvat aina ja kiytdnnossd normeerausta
ei tarvita, vaan riittdé laskea F:n ja derivaattavektorin pistetulo ja integroida
se yli parametrivalin:

«Tds = ’ r(t))e r'(t) r’ = b r(t))er
/CF Td AF( (1)) o] ' (¢)|| dt /aF( (t))sr'(t)dt. (2.57)

Kayraintegraalille kiytetddnkin yleisesti merkintaé

/Pﬁ:/FT%, (2.58)
C C

jonka motivaationa on (sindnsd melko epiméérdinen) paftelma

dr
—=r1'(t) = dr=r'(t)dt.

dt
Yhtalon (2.57) oikeanpuolimmainen integraali voidaan laskea jokaiselle jatku-
vasti derivoituvalle kéyrille, joten vektorikentén kiyriintegraalin méaritelmé
voidaan yleistdd seuraavasti:

Maiaritelmai 2.59. Jatkuvan vektorikentin F: R™ — R"™ kdyrdintegraali jat-
kuvasti derivoituvan kiyrin C' = r([a,b]) yli on

/CF-dr = /abF(r(t))-r'(t) dt.
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Vektorikentin kédyraintegraali (2.58) sileén yksinkertaisen kiyran C' yli ei rii-
pu parametrisoinnin valinnasta, mikali suunnistus sdilyy samana, silla yksik-
kétangentti T on sama kaikille samaan suuntaan suunnistetuille parametri-
soinneille. Vastakidyran —C' yksikkdtangentti on —T, joten integraalin etu-
merkki vaihtuu suunnistuksen vaihtuessa:

/ F-(—T)d:s:—/ F-Tds(gé4)—/F-Tds,
—C -C C

/_CF-dr:—/CF-dr. (2.60)

Niin ollen kirjoitettaessa [, Fedr tai [,F+Tds tdytyy kiyrdn C' suunnis-
tus erikseen ilmoittaa, ellei se ole muutoin asiayhteydestd selvi. Integraali
paloittain siledn kiyrin C'= Cy U Cy U --- U C), yli asetetaan

/F-dr:/ F-dr+/ F-dr—l—---+/ F«dr. (2.61)
c o Cs "

Esimerkki 2.62. Laske voimakentéin F(z,y,2) = (—z,—y,1) (N) tekemé
tyo, kun sen vaikutuspiste liikkuu pitkin ruuvikiyrad r(t) = (cost,sint,t)
(m) pisteestd (1,0,0) pisteeseen (—1,0, 37).

Ratkaisu. Kayrin z-koordinaatista ndhdaan, ettd parametrivili on 0 <t <
3m. Nyt x = cost ja y = sint, joten

F(r(t)) = (—cost, —sint, 1).

ts.

Lisdksi r'(t) = (—sint, cost, 1), joten kysytty ty on
3
W= / Fedr — / F(r(t)) v (t) dt
c 0
3T
= / (—cost,—sint, 1)« (—sint,cost, 1) dt
0
3
= / (costsint —sintcost + 1) dt
0

3m
—/ dt =37 (Nm).
0

Huomautus 2.63. Olkoon C' jana pisteesti a pisteeseen b. Huomautuksen
2.12 nojalla parametrisoinniksi janalle C' kay

r(t)=a+t(b-a), 0<t<l (2.64)

Télloin r(0) = a eli janan alkupiste, r(1) = b eli janan loppupiste ja esimer-
kiksi r(1/2) on janan puolivéli.
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Esimerkki 2.65. Laske esimerkin 2.62 ty0, jos siirtymé pisteestd a = (1,0, 0)
pisteeseen b = (—1,0, 37) tehdddn pitkin janaa.

Ratkaisu. Huomautuksen 2.63 mukaan jana voidaan parametrisoida

r(t) = (1,0,0) +¢((—1,0,37) — (1,0,0)) = (1 —2¢,0,3nt), 0 < ¢ < 1. Niinpi

VV:[;%dr:l}Hﬂﬂyﬂ@d#:A(%—1&@%@&&3@dt

1
:/ (2 — 4t + 3m) dt = 3.
0

Esimerkki 2.66. Olkoon F(z,y, 2) = yi + zj + zk. Laske

/ Fedr

c

origosta pisteeseen (2,4,8), kun

a) C:lld on parametrisointina r(t) = ti + t%j + 3k, 0 < ¢t < 2,
b) C on jana.

Ratkaisu. a) r'(t) =i+ 2tj + 3t°k, joten

2
/F-dr—/ (i + %] + tk) « (i+ 2tj + 3t°k) dt
c 0

2
412
= 2+ 2t + 383 dt = —=.
/o( FAHE) A=

b) Huomautuksen 2.63 mukaan voidaan valita
r(t) = (0,0,0) +t((2,4,8) — (0,0,0)) = (2t,4¢,8t), 0 <t < 1, joten

/p@:/}mmwmﬁ:/hmmw@Aaﬁ

1
= / 56t dt = 28.
0

Esimerkki 2.67. Laske
/ Fedr,
c

kun F(z,y,2) = (322 46y, —14yz, 2022?) ja C on koordinaattimurtoviiva pis-
teestd (0,0, 0) pisteeseen (1, —2, 3) ensin z-akselin suuntaista janaa C pitkin,
sitten y-akselin suuntaista janaa C'y pitkin ja lopuksi z-akselin suuntaista ja-
naa C'3 pitkin.

Ratkaisu. Kayriintegraali on laskettava kolmessa osassa:

/F-dr:/ F-dr+/ F-dr+/ Fedr.
C Ch Co C3
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Kaytetadn kiyrille seuraavia parametrisointeja:

Cll I'l(t) = (t,(), O), 0 S t S 1,

CQI I'Q(t) (1, t,O), 0 S t S 2,

032 1'3(75) (1, —Z,t), 0<t<3.
):

Talloin 1) (t) = (1,0,0), ry(t) = (0,—1,0) ja r4(t) = (0,0,1), joten

1 2
/F-dr:/ (3t%,0,0) -(1,0,0)dt+/ (3 —6t,0,0) «(0,—1,0) dt
C 0 0

3
+/ (—9,28¢,20¢%) «(0,0,1) dt
0

1 2 3
:/ 3t2dt+/ 0dt+/ 20t% dt = 181.
0 0 0

Esimerkki 2.68. Kappale liikkuu pisteestd (1,0) pisteeseen (—2,3) pitkin
paraabelia y = x® — 1, josta edelleen takaisin pisteeseen (1,0) pitkin janaa.
Laske voimakentin F(z,y) = (y, —x) kappaleelle tekemi tyo.

Ratkaisu. On syytd hahmotella kuva ja samalla varmistua siitd, ettd annet-
tu paraabeli todella kulkee ko. pisteiden kautta. Paraabelin standardipara-
metrisointi olisi r(t) = (¢,t* — 1), —2 < ¢ < 1. Taméi parametrisointi kulkee
kuitenkin vadrddn suuntaan, joten otetaan paraabelille C; parametrisoinniksi

ri(t) = (—t,t* =1), —-1<t<2,
jolle ) (t) = (—1,2t). Kéytetddn janalle Cy parametrisointia (2.64):

I‘g(t)

(=2,3) +t((1,0) — (=2,3)) = (3t — 2,3 —3t), 0<t<I,

jolle ry(t) = (3, —3). Nyt tyoksi voidaan laskea
W = Fedr+ / Fedr
C1 C2

:/2(t2—1,t)-(—1,2t)dt+/1(—3t+3,—3t+2)'(3,—3)dt

1

2 1
:/ (t2+1)dt+/ 3dt=6+3=0.
0

-1
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Maié&ritelma 2.69. Olkoon C' = r([a, b]) jatkuvasti derivoituva kéyri ja mer-
kitddn r(t) = (x(t),y(t), 2(t)). Reaaliarvoisen funktion f(z,vy,z2) kdyrdinte-
graali kdyran C yli x:n, y:n ja z:n suhteen méaritellddn asettamalla

[ ra= [ sayea
[ ra=[ s

Lf@:lwvmwwﬁ

Muistisddntona ja merkintdné laskuissa voidaan intagraalissa x:n suhteen
kiyttaa padtelmid (vastaavasti y:n ja z:n suhteen)

Cfi—f =2'(t) = dx=2'(t)dt

Lause 2.70. Jatkuvan vektorifunktion ¥ = (P, Q, R) kdyrdintegraali kdyrin
C yli voidaan laskea komponenteittain seuraavasti:

/F-dr:/de—i-/Qdy—l—/Rdz.
c c c c

Todistus. Suoralla laskulla ndhdéaan
/CF-dr: /abF(r(t))-r’(t)dt
=/ (P(r(1), Q(x(t)), R(x(t))) « (2'(1), ¥/ (t),2'(2)) dt
:/ P(r(t))z'(t) dt+/ Q(r(t)y (1) dt+/ R(r(t))2'(t) dt

:/de—l—/Qdy—i—/Rdz. m
c c c

Suunnistuksen kddntdminen vaihtaa integraalin etumerkin:

/Cfdxz—/_cfdw, /Cfdy:—/_cfdy, /Cfdz:—/_cfdz.

Esimerkki 2.71. Lasketaan esimerkin 2.67 kiyriintegraali lauseen 2.70 avul-

la:
/ Fe.dr,
c
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kun F(z,y, z) = (32%+6y, —14yz, 20x2?) ja C on koordinaattimurtoviiva pis-
teestd (0,0,0) pisteeseen (1, —2, 3) ensin z-akselin suuntaista janaa C pitkin,
sitten y-akselin suuntaista janaa Cy pitkin ja lopuksi z-akselin suuntaista ja-
naa Cj pitkin.

Ratkaisu. Kiytetddn janoille samoja parametrisointeja kuin esimerkissé
2.67:

Cy:ri(t) = (¢,0,0), 0 <t <1,
Cy: 1a(t) = (1,—1,0), 0 < t < 2,
Cs:rs(t) = (1,-2,1), 0 <t < 3.
Nyt Cy:114
dx _ dy _ 0 i dz
dt dt
joten dx = dt ja dy = dz = 0. Niinpa

L,

/F-dr:/(3x2+6y)dx+0+0.
Cl Cl

Vastaavasti Cy:lla de = dz = 0 ja dy = —dt ja Cs:lla do = dy = 0 ja dz = dt.

Siten
/F-dr—/ F-dr+/ F-dr+/ Fedr
C Cq Co C3
:/ (3$2+6y)dw—14/ yzdy+20/ r22dz
C1 Cy Cs

1 2 3
:/ 3t2dt—14/(—t)~0. (—dt)+20/ 1-t*dt
0 0 0

1 3
:/ 3t2dt+0+20/ 2 dt = 181.
0 0

Vertaa laskua esimerkkiin 2.67. Huomataan, ettd lause 2.70 antaa vain ta-
van ryhmitelld méaéritelmén 2.59 pistetulo. Lause 2.70 on erityisen kaytto-
kelpoinen laskettaessa kiyraintegraali koordinaattimurtoviivaa pitkin, jossa
kullakin janalla kaksi differentiaaleista dz, dy ja dz ovat nollia.

3 Komnservatiivinen vektorikentta ja potentiaa-
lifunktio

Tassa luvussa tutustutaan vektorikentin potentiaalifunktioon ja sen merki-
tykseen kayrédintegraalin laskemisessa.
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3.1 Peruslause ja riippumattomuus tiesti

Lause 3.1 (Kéyridintegraalien peruslause). Olkoon C' = r([a,b]) jatkuvasti
derwoituva kayra ja [ jatkuvasti differentioituva skalaarifunktio. Tédlloin

/C Vfedr = f(x(5)) - f(r(a)).

fmm gradientin kidyrdintegraali riippuu siis vain f:n arvoista kiyrdn paite-
pisteisséd r(a) ja r(b). Vertaa analyysin peruslauseeseen: jos reaalifunktion f
derivaatta f’ on jatkuva, niin

b
[ #@de = 10) - fa)
Todistus. Merkitadn g(t) = f(r(t)). Ketjusddnnon (lause 1.19) mukaan

g'(t) =V f(x(t)r'(t).

Nyt analyysin peruslausetta kdyttden saadaan
b
/Vf-dr:/ VA () () dt
C a
b b
= [0t = /a0 =) - g(0) = 1) - S O

Esimerkki 3.2. Esimerkin 1.21 mukaan keskeisvoimakentta

r
F(I’) = ﬁ
on kentén .
f(r)= -

gradienttikenttd, ts. F = V f. Siten keskeisvoimakentille pétee: voiman te-
kemé ty0 siirryttiessi pisteestd A pisteeseen B on W = f(B) — f(A), olipa
tie C' mika tahansa.

Maéaritelma 3.3. a) Tie (path) on paloittain siled kéyré.

b) D C R? on (polku)yhteniinen (connected), jos mitkd tahansa kaksi D:n
pistettd voidaan yhdistia tielld, joka on kokonaan D:ssé.

c) D C R? on alue (region), jos D on avoin ja yhtendinen.
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Maaritelma 3.4. Jatkuvan vektorikentdn F kdyrdintegraali on tiestd riip-
pumaton (independent of path) alueessa D, jos sen kidyrédintegraali ei riipu
pisteitd A ja B € D yhdistavista D:ssd kulkevasta tiestd C', olivatpa A ja B
mitd tahansa D:n pisteitd. Talloin voidaan kirjoittaa

B
/F-dr:/ F.dr.
(6} A

Mairitelmi 3.5. Jatkuva vektorikenttd F on konservatiivinen (conserva-
tive) alueessa D, jos se voidaan esittdd gradienttikenttind F = V f jollekin
alueessa D maédritellylle funktiolle f. Téalloin f:44 sanotaan F:n potentiaali-
funktioksi (potential function) eli potentiaaliksi alueessa D.

Esimerkin 2.66 kentélle F' kiyrdintegraali riippuu tiestd, sen sijaan esimer-
kin 3.2 mukaan keskeisvoimakentélle kiyrdintegraali on tiestd riippumaton.
Esimerkeissd 2.62 ja 2.65 saatiin sama tulos kahdelle eri tielle, mutta kay-
ko néin kaikille teille? Lauseen 3.1 mukaan konservatiivinen vektorikenttd on
aina tiestd riippumaton. Peruskysymyksemme ovatkin nyt:

e Onko tiesté riippumaton vektorikenttd aina konservatiivinen?

e Kuinka potentiaalifunktio 16ydetdan?

Néihin kysymyksiin vastaa seuraava lause:

Lause 3.6. Jatkuvan vektorikentin ¥ kdyrdintegraali on tiestd risppumaton
alueessa D jos ja vain jos se on konservatitvinen, ts. F = V f jollekin alueessa
D mdaritellylle funktiolle f. Lisdksi potentiaalifunktio f on wvakiota wvaille
yksikdsitteinen ja jos Ay = (xo, Yo, 20) € D, niin potentiaalifunktioksi kiy

(%,y,2)

flz,y,2) = /A F-dr. (3.7)

0

Todistus. Lauseen ”jos ja vain jos” -osan suunta "< todistettiin lauseessa
3.1. Suunnan "=" todistamiseksi oletetaan, ettd kentian F = (P, Q, R) kiy-
rdintegraali ei riipu tiestd. On todistettava, ettd on olemassa f siten, ettd
Vf =F. Valitaan Ay € D ja asetetaan

f(r) :/A:F-dr.

Oletuksen mukaan téssé integraalin arvo riippuu vain paatepisteestd r, joten
f:n madritelmé on hyvin asetettu. Osoitetaan seuraavassa, etté

Vf(r)=F(r) kaikilla re D. (3.8)
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Kiinnitetdén r = (z,y,2) € D. Valitaan rqg = (x1,y,2) € D siten, ettd
r1 < x ja ettd rg:aa ja r:da yhdistdva jana Cy on kokonaan joukossa D.
Valitaan lisdksi jokin Ag:aa ja rg:aa yhdistiva tie C; C D. Nami valinnat
ovat mahdollisia, silld D on avoin ja yhtendinen joukko. Valitaan janalle C'y
parametrisointi s(t) = (t,y,2), 1 <t < z, jolloin dx = dt ja dy = dz = 0.
Nyt

:/C F-dr+/:P(s(t))dt.

Osittaisderivoidaan tdméa yht&lo puolittain x:n suhteen ja otetaan huomioon,
ettd ensimmaiinen kayraintegraali on x:n suhteen vakio ja ettd toisessa inte-
graalissa derivoidaan yldrajan suhteen:

af_(r)_ﬁ/c F.dr+2/xP(s(t))dt

or  Ox or J,,
=0+ P(s(x)) = P(x,y,2) = P(r).
Vastaavalla tavoin saadaan ag(r) = Q(r) ja 8}5_(1") = R(r), joten (3.8) piitee
Yy 2

ja yhtalon (3.7) méarittely antaa siten erdén potentiaalifunktion.
On jdljelld todistaa, ettd f on vakiota vaille yksikésitteinen. Tehdadn

tama kahdessa osassa:
(1) Jos Vg = 0, niin lauseen 3.1 mukaan kaikille A ja B € D
B
o)~ g(4) = [ Vgedi =0
A

eli ¢ = C' = vakio joukossa D.
(2) Olkoon nyt ¢g mité tahansa F:n potentiaalifunktio. Silloin

V(if—g)=Vf—-Vg=F—-F=0.

Soveltamalla kohtaa (1) funktioon f — g ndhdéén, ettd f — g = C' = vakio
joukossa D. f ja g eroavat siis vain vakion verran: f = g+ C. m
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3.2 Potentiaalifunktion laskeminen

Kentin F = (P, Q, R) potentiaalin f maérittimiseksi erds keino on yrittda
ratkaista yhtdlo Vf = F, ts. 16ytad sellainen f, jolle pitee

Ty Ty O
or 7 oy 0z

Q Jja R. (3.9)

Jos yhtéloryhmélle (3.9) 16ytyy ratkaisu, niin samalla tullaan osoittaneeksi,
ettd kenttd F on konservatiivinen.

Esimerkki 3.10. Hae kentin F(z,y, z) = yzi + (zz + y)j + (zy + 1)k po-
tentiaalifunktio f, mikili sellainen on olemassa.
Ratkaisu. On haettava funktio f(z,y, z), jolle

af af . of
ax—yz, ay—xz—l—y ja az—xy—i—l.

Integroimalla z:n suhteen ensimmainen yhtdlé saadaan yhtépitdvaan muo-
toon

flz,y,z) = zyz + g(y, 2). (3.11)

Miksi pelkka integroimisvakio ei riitd, vaan on lisdttavé y:sté ja z:sta riippuva
funktio g(y, z)? Sijoitetaan f:n lauseke (3.11) yhtdloryhmén toiseen yhtaloon.
Saadaan

dg

dg .
r24+ —=x24Y eli — =y
dy

dy

Integroidaan y:n suhteen:

1

9(y,z) = §y2 + h(z) (3.12)

Sijoitetaan (3.11) ja (3.12) yhtdloryhméan kolmanteen yhtaloon:
zy+h(z)=xy+1 eli  W(z)=1

Integroimalla saadaan
h(z) =z + C. (3.13)
Yhtilot (3.11), (3.12) ja (3.13) antavat potentiaalifunktioksi
1
f(@,y,2) = wyz + 5y + 2+ C.

Lopuksi potentiaalifunktion lasku kannattaa aina tarkastaa laske-
malla gradientti!
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Jos vektorikenttd F tiedetddn konservatiiviseksi, niin lause 3.6 antaa vaih-
toehtoisen keinon laskea potentiaalifunktio f: valitaan Ag = (z0, Yo, 20) € D
ja méadritelladn

(2,9,2)
flz,y,2) = / F«dr. (3.14)
A

0

Tassé kiyrdintegraali lasketaan mahdollisimman helpolla tavalla, esimerkiksi
pitkin janaa jos vain alueen D muoto sen sallii. Aluetta D sanotaan tdhtimdi-
seksi, jos on olemassa Ay € D siten, ettd jokainen D:n piste voidaan yhdistia
pisteeseen Aq janalla, joka on kokonaan D:ssé.

Oletetaan, ettd alueessa D voidaan kiyttdd koordinaattimurtoviivaa. Yh-
distetdan Ay = (20, Y0, 20) ja (z,y, z) koordinaattimurtoviivalla C' = C; U
C5 U (5 ja kiytetddn parametrisointeja

Cr:ri(t) = (90, 20), vo <t < x,

Co:ro(t) = (z,t,20), yo <t <y,

Cs:r3(t) = (x,y,t), 20 <t < z.
) =

Télloin 1) (¢ (1,0,0), rh(t) = (0,1,0) ja r5(t) = (0,0,1). Kun merkitdin
F('CL?’ y7 ) (P(x7y’ )7@(3’;7 y? Z)’R(x’ y7 Z))’ niin

/ClF-dr — /xF(rl(t)).rfl(t) it

zo

-/ “(P(t. 0. 20)- Q(t 5o, 20)s Rl yos 20)) » (1,0, 0)

o

= / P(t,yo,ZO) dt.

o

Tassd oletetaan, ettd xg < x. Tapauksessa xg > x kiytetddn C):n vastakiy-
ralle parametrisointia ry(t) = (¢, yo, 20), * < t < g, jolloin

o T
/ Fedr = —/ P(t,yo, 20) dt :/ P(t,yo, 20) dt.
C1 x xo

Vastaavasti saadaan

) z
/ F-dr:/ Q(z,t,20) dt ja / F-dr:/ R(z,y,t)dt,
Cs Yo Cs 20

joten (3.14) voidaan laskea

z

flz,y,2) = /90 P(t,yo, 20) dt + /y Q(x,t, 2z) dt —|—/ R(x,y,t)dt.| (3.15)

zo Yo 20
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Varoitus. Edelld integraalit (3.14) ja (3.15) voidaan laskea, vaikka potenti-
aalifunktiota ei olisikaan olemassa. Néissd on siis f:n laskemisen jilkeen vield
tutkittava, onko V f = F. Voidaan myos perustella seuraava keino potentiaa-
lin olemassaolon testaamiseksi laskematta f:44. Lauseen todistus perustuu
Stokesin lauseeseen, jota kisitellddn luvussa 10.

Lause 3.16. Olkoon ¥ jatkuvasti differentioituva vektorikenttd tahtimdisessd
alueessa D. Talloin F on konservatitvinen alueessa D jos ja vain jos VX F =
0 alueessa D.

Esimerkki 3.17. Laske esimerkin 3.10 potentiaali kaavalla (3.14) kiyttéi-
mélla janaa.
Ratkaisu. Méiiritelldadn f asettamalla

fla) = [ Fear

missid C' on jana pisteestd Ag = (0,0,0) pisteeseen (z,y,z). Otetaan janan
parametrisoinniksi r(¢) = (tz,ty, tz), 0 <t < 1, jolloin r'(¢) = (z,y, 2) ja

1
f(m,y,z)—/F-dr—/ (ty -tz tx -tz +ty, te -ty + 1)« (x,y,z)dt
c 0

1
1
= / (3zyzt? + y*t + 2) dt = wyz + §y2 + 2.
0

On vield tutkittava, onko f kentdn F potentiaalifunktio. Lasketaan gradient-
ti:

VS = (g2, 02+ y,my + 1),
Huomataan, ettd Vf = F. f on siten F:n potentiaalifunktio.

Esimerkki 3.18. Laske esimerkin 3.10 potentiaali kiyttdmalla kaavaa (3.15).
Ratkaisu. Valitaan Ay = (0,0, 0). Potentiaalifunktiokandidaatiksi f saadaan

T y z 1
f(x,y,z):/ Odt+/ tdt+/ (:ry+1)dt:§y2+xyz+z,
0 0 0

joka todistetaan F:n potentiaalifunktioksi laskemalla gradientti.

Joskus potentiaalifunktion hakemisessa voidaan kiyttda symmetrioita:

Esimerkki 3.19. Tarkastellaan keskeisvoimakenttdd F(r) = % Pallosym-

metriasta johtuen jos kentilld F on potentiaali f, niin sen on oltava pallo-
symmetrinen, ts. f(r) = f(r). Nyt
!
1
VI-F & it o L0, 1,

73 r r3
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Koska r # 0, niin viimeisessa yhtilossd vektorin r kertoimien tulee olla samat:

fliry 1 , 1 dr 1
1
Siten voimakentilld F(r) = 13 on potentiaalifunktio f(r) = ——.
r r

Esimerkki 3.20. Olkoon kiyrilli C' parametrisointina r(t) = ({2, sint, t),
0 <t <, jaolkoon F(z,y,2) = y*cos zi + 2zy cos zj — xy? sin zk. Laske

/F-dr
c

hy6dyntamaélla F:n potentiaalifunktiota.
Ratkaisu. Haetaan potentiaalifunktio f(x,y, z) mééritelmaa (eli yhtaloryh-
méd (3.9)) kiyttien:
of
ox

_ 2 f_ . o 2 .
=y~ cosz, —— =2xrycosz ja —— = —xy~sinz.

dy 0z

Integroimalla ensimméinen yhtdlé z:n suhteen saadaan

fx,y,2) = ay? cos z + g(y, 2).
Sijoitetaan tdméa f:n lauseke yhtdléryhmén toiseen yhtaloon:

99 _
oy

0
2zy cos z + 99 _ 2y cos z eli

0
oy ’

josta integroimalla y:n suhteen g(y, z) = h(z). Niinpa f(z,y, z) = xy?cos z +
h(z). Sijoitetaan tdmé& yhtaloryhmén kolmanteen yhtl6on:

—zy’sinz + h(2) = —xy’sinz  eli  R'(2) =0,

joten h(z) = C. Potentiaalifunktioksi saatiin f(z,y, z) = zy® cos z. Tarkasta
laskemalla gradientti! Niinpa

/CF-dr — F(x(m) = F(0)) = F(x20,7) — £(0,0,0) = 0— 0 = 0.

3.3 Potentiaalienergia

Fysiikassa skalaarifunktio V' on konservatiivisen voimakentin F potentiaalie-
nergia, jos F = —VV. Tutkitaan hiukkasen (massa m) liikettd pisteestd A
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pisteeseen B pitkin kiyrdd C' = r([a,b]). Newtonin lain mukaan F(r(t)) =
ma(t) = mv’(t). Voimakentén tekemd tyo on siis

W= /Fdr—/mv v (t) dt — / Ci(lv(t)-v(t))dt
i) s

= §mv(b)2 - Emv(a)

2

1
joka on liike-energian —muv® muutos siirtyméssi pisteestd A pisteeseen B.

Toisaalta lauseen 3.1 mukaan
B
/ Fedr — —V(B) + V(A),
A

joten
1

1
§mv(a)2 +V(A) = §mv(b)2 + V(B).
Néin ollen kokonaisenergia

E = liike-energia + potentiaalienergia

sdilyy, kun kappale liikkuu konservatiivisessa voimakentdssa. Téastd johtuu
nimitys “konservatiivinen”.

Esimerkki 3.21. Esimerkin 3.19 mukaan gravitaatiokentin
r

GMm

(erds) potentiaalienergia on V(r) = — . Siten kappaleen kokonaisener-

gia ko. gravitaatiokentéssa on

2 T

4 Kertaus tasointegraalista

Tassd luvussa kerrataan tasointegraaleja Insindorimatematiikan opintojak-
solta siind médrin, kun on tarpeellista luvuissa 5 ja 7 taso- ja pintaintegraa-
lien laskemiseksi ja pintaintegraalien méaérittelemien ymmértamiseksi.
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4.1 Tasointegraali suorakulmiossa
Olkoon R C R? suorakulmio
R=[a,b] x [e,d] = {(z,y) €R*: a<x<b c<y<d}
Jaetaan vilit [a,b] ja [c, d] osavilleihin kiyttden jakopisteitd
a=20 <11 < < Typy1 < Ty, =0b
ja
c=yYo<y1 < <Yp1 <Yp=d.

Nédma jaot jakavat suorakulmion R mn kappaleeseen osasuorakulmioita R;;,
1 =1,....,m, j = 1,...,n. Osasuorakulmioiden kulmapisteiden muodosta-
maa joukkoa

P={(zyy;): i=0,...m, 7=0,...,n}

kutsutaan suorakulmion R jaoksi (partition). Merkitdén osavilien pituuksia
Ax; = x; — 21 ja Ay; = y; — y;j—1, jolloin osasuorakulmion R;; pinta-ala on
Az; Ay;. Jaon P normi |P| on maksimi osasuorakulmioiden halkaisijoista,
ts.

|P| = max{diam(R;;) : i=1,2,...,m, j=1,2,...,n}, missi
diam(R;j) = \/(A;)? + (Ay;)2.

Y
R

d=ys T

Y2 + Ry

\ * *
Y1 + — (%, i)

C="Yot

% —t— : T

a=xy x1T2T3 ra=0>

Valitaan liséiksi jokaisesta osasuorakulmiosta Rj; piste (v}, ;). Jos f(z,y)
on suorakulmiossa R méiritelty reaaliarvoinen funktio, niin summaa

m n

DD Sl uy) A Ay, (4.1)

i=1 j=1



MAT-20401 VEKTORIANALYYSI 59

kutsutaan jakoon P ja pisteisiin (z7;,y;;) littyviksi funktion f Riemannin
summaksi. Jos f(r,y) > 0, niin Riemannin summan termi f(z;, y;;) Av; Ay,
on R;;-pohjaisen f (x;‘j, y;*j)—korkuisen suorakulmaisen sdrmion tilavuus. Rie-
mannin summa antaa siten approksimaation f:n kuvaajan ja xy-tason viliin
jadvéin joukon tilavuudelle.

Geometrisesti on ilmeisté, ettd arvio paranee, kun osavilijakoa tihennetéin,
ts. kun |P| — 0. Tdmé& antaa motivaation integraalin méa#rittelemiseksi.

Maaritelm4 4.2. Olkoon f: R — R rajoitettu funktio suorakulmiossa R =
la,b] X [c,d]. Jos raja-arvo

on olemassa, niin sanotaan, ettd f on integroituva (integrable) joukossa R ja
luku I on funktion f integraali (integral) yli joukon R. Kaytetddn merkintoja

]://Rf(x,y)d:cdy://Rf(:z,y)dA://RfdA.

Geometrinen tulkinta mééritelmélle on, ettéd jos f(z,y) > 0 ja f on integroi-

tuva, niin luku
// f(z,y) dz dy
R

on funktion f kuvaajan ja xy-tason viliin jidvin joukon tilavuus.

Lause 4.3. Suorakulmiossa R = [a,b] X [¢,d] jatkuva funktio f: R — R on
integroituva ja

//Rf(iv,y)dxdyz/ab/cdf(ﬂi,y)dydx:/Cd/abf(x,y)dxdy.
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Integraalissa

/ab/cdfu,y)dyd:c

sisempénd integroidaan y:n suhteen pitden x:44 vakiona ja sen jilkeen tdmén
integroinnin tulos integroidaan x:n suhteen. Téta havainnollistetaan vasem-
manpuoleisessa kuvassa. Vastaavalla tavoin voidaan kayttdd painvastaista

jarjestysta
d b
//f(x,y)dﬂfdy,

ks. oikeanpuoleinen kuva. Menetelmésta kiaytetdan nimitysta viipalointiperi-
aate.

Y Y
d d
Yy
c c
— f x f f €
a x b a b

Esimerkki 4.4. Laske

I= //R(xQ%—y) dzx dy,

missi R = {(z,y) eR?: 0<z <1, 0<y <2}
Ratkaisu. Kéytetdan lausetta 4.3:

1 2 1,2
I:/ /(x2+y)dydx:/ / (%y + 1v°) da
o Jo 0o /o
1 1 8
:/ (207 + 2) da;:/ (2a* +20) = .
0 0 3

Kokeile my0s integroimisjérjestysti

2 1
/ / (z° + y) dz dy.
o Jo

4.2 Tasointegraali projisoituvissa joukoissa

Olkoon seuraavaksi A C R? miké tahansa rajoitettu joukko. Koska A on
rajoitettu, niin se siséltyy johonkin suorakulmioon R = [a,b] X [c, d].
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Jos f: A — R on A:ssa méaritelty reaaliarvoinen funktio, niin sen nollajatko
joukkoon R on funktio f4: R — R,

_ ) f@y), Jos (z,y) € A,
fal@,y) = {O, jos (z,y) € R\ A.

Miiritelmi 4.5. Olkoon A C R? ja A C R = [a,b] X [c,d]. Rajoitettu
funktio f: A — R on integroituva joukossa A, jos f:n nollajatko f4 on in-
tegroituva suorakulmiossa R, ja télloin funktion f integraali yli joukon A

//Af(x,y)dxdy://RfA(x,y)dxdy,

fm integraalille yli joukon A kédytetdén merkintojé

//Aﬂx,y)dasdy=//Af<w,y>dA://AfdA.

Seuraavan lauseen mukaan integraali voidaan laskea sellaisen Riemannin
summan raja-arvona, johon otetaan mukaan vain ne osasuorakilmiot, jot-
ka ovat kokonaan joukossa A.

Lause 4.6. Olkoot A, R ja f kuten mddritelmdssd 4.5 ja valitaan R:lle jaot
kuten luvussa 4.1. Silloin f on integroituva jos ja vain jos seuraava raja-arvo
on olemassa ja

// f(z,y)dedy = UljilglOZZf(xfj,yfj)Awi Ay;. (4.7)
A i=1 j=1
Ri]'éA

Erityisesti

// ldx dy = a(A) = joukon A pinta-ala. (4.8)
A
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Tata havainnollistetaan seuraavissa kuvissa, missd A on origokeskinen kiek-
ko. Mita tihedmpi jako peittavalla suorakulmiolla on, sitd tarkemmin kiekon
sisdapuolelle jadvien osasuorakulmioiden yhteenlaskettu pinta-ala approksimoi
kiekon pinta-alaa.

Y )

Integroituvuus riippuu seki funktion f ettd joukon A ominaisuuksista. Usein
kiytdnnon tilanteissa parjatadn seuraavalla tuloksella.

Lause 4.9. Jos suljetun ja rajoitetun joukon A C R? reuna koostuu ddrellisen
monesta paloittain siledstd kdyrdstd ja f: A — R on jatkuva, nitn f on
integroituva.

Usein integraalin laskeminen perustuu integroimisjoukon projisoituvuuteen.
Mééritelmé 4.10. A C R? on z-projisoituva (x-simple), jos se on muotoa
A={(z,y) eR*: z € [a,b], yi(z) <y < ya(2)},

missi y; ja y» ovat jatkuvia funktioita. A C R? on y-projisoituva (y-simple),
jos se on muotoa

A={(z,y) €R*: y€led], z1(y) <z < 3a(y)},

missd ry ja xo ovat jatkuvia funktioita.
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Lause 4.11. Olkoon f: A — R jatkuva. Jos A on x-projisoituva, niin f on

integroituva ja
b ya2(z)
// f(z,y)dz dy =/ / f(z,y)dydz,
A a y1(z)

ja jos A on y-projisoituva, niin f on integroituva ja

faydedy= [ [ fe.y)dedy.
/. [,

Laskemista x-projisoituvassa joukossa havainnollistetaan seuraavassa kuvas-
sa.

Esimerkki 4.12. Olkoon A kiiyrien y = 2z ja y = 2 rajaama rajoitettu

tasojoukko. Laske
// (4 + 2) dz dy
A

kummassakin integroimisjérjestyksessa.
Ratkaisu. Haetaan kiiyrien leikkauspisteet: 2z = 22 & z(z —2) =0 &
r=0talx = 2.
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A on z-projisoituva, silla
A={(r,y) eR*: 2€[0,2], 2° <y < 2z}.

Uloimman integroimismuuttujan x rajat ovat 0 < x < 2 ja kullakin = y:n
rajat ovat 2% <y < 2z (ks. kuva):

2 2x
//(4x+2)d$dy:/ / (4x 4+ 2) dy dz
A 2
02 2x
= / / (4zy + 2y) dx
0 /2
2

:/ (82° + 4z — (42® + 22%)) du
0
2
:/ (—42° + 62° + 4z) da
0
2
:/ (=2 +22% +22%) = —16 + 16 + 8 = 8.
0

A on myo6s y-projisoituva, silla

A:{(x,y)E]RQ: y € [0,4], %ng\/@}.

Uloimman integroimismuuttujan y rajat ovat 0 < y < 4 ja kullakin y z:n



MAT-20401 VEKTORIANALYYSI 65

rajat ovat y/2 <z < \/y (ks. kuva):

vy
//(4x+2)dmdy—/ / (4x + 2) dz dy
A 0 Jy/2
4 VY
- / / (227 + 22) dy
0 7y/2
4

1
[ (oresi=(390))
0

4
1
_/ (—§y2+y+2y1/2) dy
0
4
L, 1, 4y, 32 3
/0<6y+2y+3y 3783

Esimerkki 4.13. Laske

S
/ / e’ dydzx.
0 Jyz

Ratkaisu. Funktion ev’ integrointi y:n suhteen ei suoraan onnistu. Hahmo-
tellaan kuva integroimisjoukosta A ja kokeillaan toista integroimisjérjestys-
td. Ulomman integroimismuuttujan x rajat ovat 0 < x <1 ja kullakin z y:n
rajat ovat /z <y < 1, joten saadaan oheisen kuvan mukainen joukko.

Y

y=Vr & =y

1

Toisessa jarjestyksessd uloimman integroimismuuttujan y rajat ovat 0 <y <
1 ja kullakin y zm rajat ovat 0 < z < 32, joten

1 1 5 1 y? 5 1 y? 3
/ / e¥ dydxz/ / e’ da:dy:/ / xe’ dy
0 Jvz 0o Jo 0o /o
! 3 11 3 e—1
:/ y2ey dy:/ —e¥ = )
0 0 3 3

Esimerkki 4.14. Laske paraabelin y = 22 ja suoran y = x + 2 rajaaman
tasojoukon A pinta-ala.
Ratkaisu. On laskettava funktion 1 integraali joukossa A.
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(2,4)

=x+2

(_171)

Kiéyrien y = 22 ja y = x + 2 leikkauspisteet: 2> —2x —2 =0 < z = —1 tai
x = 2. Niinpé

2 pzt2 2 jet2
a(A)://ldxdy:/ / dyda::/ / ydx
A —1J22 —1 /22
9

2
:/ (:1:~|—2—3:2) dx:---zé.

-1

Esimerkki 4.15. Laske sen joukon tilavuus V', jota rajoittaa ylh&iltd para-
boloidi z = 22 + y? ja alhaalta xy-tasossa suorien y =z, x = 0jay +x = 2
rajaama rajoitettu joukko.

Ratkaisu. On laskettava funktion f(z,y) = 2* + y? > 0 integraali em. suo-
rien rajaamassa joukossa A.

Suorien y = z jay = 2—x leikkauspiste on (1, 1), joten A on kuvan mukainen
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kolmiojoukko.

1 2—x
V://(x2+y2)dxdy:/ / (2% +y?) dy dx
A T
1 2—x 1 °
:// (x2y+—y3> dx
0 /a 3
Y 1 3 3,13
= r*2—z)+-2—z)— (2" + =z dx
0 3 3
1
4
:/0 <—§x3—|—4x2—4x+§) dx:-~-:§

4.3 Tasointegraalin laskeminen napakoordinaateilla

Tason R? piste (z,y) voidaan ilmaista napakoordinaattien (polar coordina-
tes) r (etdisyys origosta) ja 6 (kulma positiivisesta x-akselista vastapiiviin)
avulla. Kosinin ja sinin mééritelmien mukaan kulmaa 6 vastaava kehapiste
vksikkdympyralld on (cos@,sinf), joten r-siteiselld ympyralld kehépiste on
(x,y) = r(cosf,sinf) = (rcosf,rsinb).

(x,y) = (rcosf,rsinf)

(cos@,sin )

x- ja y-koordinaattien ja napakoordinaattien r ja € vilinen riippuvuus on siis

T =1rcosf

4.16
y =rsinf ( )

Tapauksessa 0 < 6 < 7/2 riippuvuudet voidaan lukea my6s seuraavan kuvan
suorakulmaisesta kolmiosta:

Y
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Kéénteiseen suuntaan kaavat (4.16) voidaan kirjoittaa

VA

tanf = (kunx #0ja —7/2 <60 <7/2)

(4.17)

SHES

Jalkimmaéisestd voidaan laskea suoraan ¢ = arctan(y/x) silloin, kun —7/2 <
6 < m/2. Muissa tapauksissa kulman osuminen oikeaan neljinnekseen tulee
erikseen pohtia. 6 ei ole yksikésitteinen, silld arvot 6 +n2w (n € Z) vastaavat
samaa kulmaa. Tilanteesta ja sovelluksesta riippuen # on tapana valita vililtd
[0, 27] tai [—m, 7).

Lause 4.18. Olkoon R C R? tasojoukko, joka koostuu niisti pisteistd, joille

napakoordinaateissa (r,0) ilmaistuna patee a« < 0 < 3 ja r1(0) < r < ry(0),
missd r1 ja ro ovat jatkuvia funktioita. Jos f: R — R on jatkuva, niin

B rra(0)
//f(x,y)d:cdy:/ / f(rcos@,rsind)rdrdb.
R a Jri(0)

X

f(z,y):n lausekkeeseen on siis sijoitettava muunnokset (4.16) ja kerrottava
napakoordinaattikuvauksen 7'(r,6) = (rcosf,rsinf) Jacobin determinantin
itseisarvolla (eli pinta-alan muunnossuhteella)

0(x, y) ’ .
a(r, )

r0)] = |
Esimerkki 4.19. Olkoon R = {(z,y) e R?: 1 < 2?+9y?> <4, z,y > 0} ja

f(z,y) = xy. Laske
// fdxdy.
R

Ratkaisu. R on joukko, jonka pisteille napakoordinaateissa ilmaistuna pétee
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1<r<2ja0<60<7/2 Piirrd kuva! Niinpa

/2 2 /2 24
//fdxdy:/ /rcos@-rsin@-rdrd@z/ COSQSiHQ/ —r*do
R 0 1 0 4

15 [™/?

w/2
15 1 15
= — cosfsinfdf = — —sin?f = —.
4 J, 4/, 2 8

Jos sisdkkdisilld integraaleilla on vakiorajat ja integroitava funktio voidaan
separoida muotoon f(x,y) = g(x)h(y), niin

/ab /Cdg(a:)h(y) dy dv = (/abg(:v) da:) (/th(y) dy) : (4.20)

Tama nopeuttaa usein laskemista. Esimerkiksi esimerkissé 4.19 voitaisiin kir-
joittaa suoraan

//Rfdmdyz (/Omcosf)sinede) (/12r3dr) =

5 Greenin lause ja Gaussin lause tasossa

Olkoon seuraavassa R C R? suljettu ja rajoitettu tasojoukko, jonka reuna
C = OR koostuu yhdesta tai useammasta paloittain siledstd yksinkertaisesta
suljetusta kayrasta C,Cs, ..., C,. Oletetaan lisdksi, ettd reuna on positiivi-
sesti suunnistettu, mika tarkoittaa, ettd parametrisoinnin suuntaan kuljet-
taessa joukko jad vasemmalle. Tall6in merkitddn

%F-dr:/ F-dr+/ F-dr—l—---+/ Fedr.
c o Oy '

Ch

Téassd merkinnalla gSC korostetaan kiyraintegroinnin tapahtuvan yli suljetun
kdyran C' positiiviseen kiertosuuntaan.
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Luvussa 2.8 vektorikentin kiyrdintegraalin motivaatio tuli voimakentin
F tekemin tyon laskemisesta. Haetaan kiyrdintegraalille muita fysikaalisia
merkityksia siini tapauksessa, ettd F tulkitaan tason virtauskentéksi (yksik-
kond m/s). Kédyrdintegraalissa

éF-dr—&éF-Tds (5.1)

F +T on kentédn F skalaarikomponentti tangenttivektorin T suuntaan eli po-
sitiiviseen kiertosuuntaan. Integraalissa siis "summataan” kdyran suuntaisen
virtauksen nopeus kdyrdn ympéri ja kiyraintegraali (5.1) mittaa kokonais-
virtausnopeutta kiyrdn C' ympéri positiiviseen kiertosuuntaan (yksikkona
m?/s). Integraalia kutsutaankin kentén F kierroksi (circulation) suljetun kéiy-
ran C' ympéri.

Vastaavasti voidaan tutkia integraalia

q):;lgF-nds, (5.2)
c

missd n on reunakiyrin C ulkoinen yksikkénormaali (outer unit normal),
ts. se yksikkonormaali, joka osoittaa joukosta R poispdin. Talléin Fen on
kentin F skalaarikomponentti normaalivektorin n suuntaan eli kohtisuoraan
joukosta R poispiin. Integraalissa siis "summataan” reunakiyrian C' lapi me-
nevé virtausnopeus ja kdyrdintegraali (5.2) mittaa kokonaisvirtausnopeutta
joukosta R poispiin (yksikkénd m?/s). Integraalia kutsutaankin kentéin F
vuoksi (fluz) reunan C' = OR lapi joukosta R poispiin.

5.1 Greenin lause

Lause 5.3 (Greenin lause). Olkoon F(z,y) = (P(x,y),Q(x,y)) jatkuvasti
differentioituva joukossa R ja olkoon C' = OR joukon R posititvisesti suun-
nistettu reunakayrd. Talloin

yéF.dr://R(g_g_aﬁ_ij) dz dy.

Todistus. Todistetaan lause osoittamalla, etta

%Cde:—//RE;—Z)dxdy ja yé@dy://l%g—gdxdy. (5.4)

Viite seuraa niisti, silla lauseen 2.70 mukaan

}ZgF-dr:%de—i—}ngdy.
o o c
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A. Todistetaan ensin vain tapaus, jossa R on sekd x- ettd y-projisoituva.
Koska R on x-projisoituva, niin se on muotoa

R={(z.y) €R*: z €a,b], yr(z) <y < ga(2)}.

Y
Cs Yy = yz(x)

Cy

Reunakiyrédn C positiivinen suunnistus ja jako neljddn sileddn kiyraan C',
Cs, C3 ja Cy on merkitty kuvaan. Lasketaan ensin

%Pdmz% de+§£ de+§l€ Pdm+§£ Pdx.
c e Oy Cs Cy

Kayrilla Cy ja Cy dx = 0, joten integraalit niiden yli ovat nollia. Parametri-
soidaan C ja Cl:

—Cs:r3(z) = (t,y2(t)), a <t <b.

r3 on siis C3:n vastakiyrin parametrisointi. Néille parametrisoinneille dx =
dt, joten

ygpdx:/ P(t,yl(t))dt—/ P(t, p(t) dt
= = [ (Plan@) - Plo,l)) ds

/b /312( )
y(z
v2(2) 8P
/ / (,y)dy dz
yl(l“
— — dx dy.
/R Jdy
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Jalkimmé&inen yhtaloistd (5.4) todistetaan vastaavalla tavoin y-projisoitu-
vuutta hyodyntéen.

B. Tarkastellaan sitten hieman yleisempéaé tapausta, jossa R voidaan ja-
kaa adrellisen moneen osaan, jotka kaikki ovat sekd z- ettd y-projisoituvia.

Otetaan esimerkiksi kuvan mukainen joukko R, joka voidaan jakaa seké x-
ettd y-projisoituviin osiin Ry ja Rs. Jaetaan R:n positiivisesti suunnistettu
reunakiyrd OR osiin C; ja Cy ja valitaan R:n osiin jakavalle kédyrélle (kat-
koviiva) suunnistukset D; ja Dy. Osan R; positiivisesti suunnistetuksi reu-
nakéyréiksi tulee siten OR; = C U Dy ja Rs:n positiivisesti suunnistetuksi
reunakiyriksi 0Ry = Cy U Ds. Kéyriintegraalit kumoutuvat osien yhteiselld

reunakéyralld, ts.
/ Fodr:—/ F «dr,
D1 D2

yé F-dr:§£ F-dr+7§ Fedr
OR C1 Cy
:55 F-dr+/ F-dr+§l§ F-dr+/ Fedr
C1 D1y Cy Do

2
-Y ¢ Fear

i=1 Y OR;

2
A 0Q OP
L[ e

(55 e

C. Lauseen formuloinnissa esitetyn yleisen tapauksen todistus on syvéllisem-
pi ja sen sivuutamme. O

joten
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Esimerkki 5.5. Lasketaan esimerkki 2.68 Greenin lausetta kiyttaen, ts. ken-
tan F(z,y) = (y, —z) tekemé tyo, kun sen vaikutuspiste kiertdéd joukon

R={(z,y) eR*: 2° ~1<y<1l-m —2<z<1}

reunan 0R myotapaivaan.
Ratkaisu. Tassi
0Q 0P

T o 1-1=-2
or Oy

Greenin lause antaa kiyraintegraalin positiiviseen kiertosuuntaan, joten etu-
merkki on vaihdettava:

55 F-dr:—//(—2)dxdy
oR R
1 pl-a 1
:2// dyd:z:zQ/ (1—z—2>+1)dz =09.
-2 Jz?2-1 -2

Esimerkki 5.6. Laske kentéin F(z,y) = (e®+?, sin(y?) —2?) kilyriintegraali
joukon
R={(z,y) eR*: 1<2*+4* <9, y >0}

reunan suhteen positiiviseen kiertosuuntaan.

Ratkaisu. Lasketaan
0Q OP

e A R Y
Jor Oy A

ja kiiytetddn napakoordinaatteja:

T 3
&5 F-dr:—2//(x+y)dxdy:—2/ /(rcos@—i—rsiné’)rdrd@
OR R o J1
" 3 2 104
——2(/ (cos@+sin9)d(9) (/ r2dr)—_2.2._6—_i.
0 1 3 3

Naissd esimerkeissd Greenin lauseella muunnettiin hankala kdyrdintegraali
tasointegraaliksi. Seuraavassa sovelluksessa menetelldén toisin pain: kiyriin-
tegraali laskemalla saadaan pinta-ala (eli vakiofunktion 1 tasointegraali).

Lause 5.7. Joukon R pinta-ala saadaan laskemalla

a(R) = —yg ydx :95 x dy.
OR OR
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Todistus. Jos P(x,y) = —y, niin yhtiléiden (5.4) mukaan

_éRydx—éRde— // dxdy—//Rdxdy:a(R).

Toinen osa viitteestd saadaan samaan tapaan tarkastelemalla komponenttia
Qz,y) == O
Esimerkki 5.8. Laske ellipsijoukon

2 b2—

2 2
R:{(:p,y)ERQ: z—+y—<1}

pinta-ala.

Ratkaisu. Eris reunaellipsin z%/a® + y?/b? = 1 positiivinen parametrisointi
on r(t) = (acost,bsint), 0 < t < 27 (ks. esimerkki 2.16). Liséksi dy =
bcostdt, joten

2 2m
a(R):yg xdy:/ acostbcostdt:ab/ cos?t dt = mab.
OR 0 0

5.2 Gaussin lause tasossa

Greenin lauseella kierto (5.1) muunnettiin tasointegraaliksi. Johdetaan seu-
raavassa keino muuntaa myds vuo (5.2) tasointegraaliksi.

Olkoot F ja R kuten Greenin lauseessa ja olkoon n reunakiyrian C = OR
ulkoinen yksikkénormaali. Jos T = (73,75) on R:n reunakdyrén positiivisen
suunnistuksen antama yksikkétangentti, niin oikean kiden sddnnén mukaan

i j ok
n=Txk=|T1 Ty 0= (Ty,~T)).
0 0 1

Niinpé
§£CF-nds :;5(13 Q)+ (Ty, —T7) ds
- yé(-@,P)-(Tl,Tz) ds

—p(-Q.p)a
G// (aP a@) JA
://RV-FdA.

Greenin lauseen avulla saatiin siis todistettuas:
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Lause 5.9 (Gaussin lause tasossa). Olkoon F jatkuvasti differentioituva jou-
kossa R C R? ja olkoon C' = OR joukon R positiivisesti suunnistettu reuna-

kayra. Tdlloin
%FondS—//V'Fdxdy.
c R

Esimerkki 5.10. Olkoon R = {(z,y) € R* : 2%+ y? < 9} ja F(z,y) =

(23,3?). Laske vuo
¢ = 55 Fends
c

sekd suoraan ettd Gaussin lauseen avulla.
Ratkaisu. Suoraan. Reunakdyrén eréis positiivinen parametrisointi on r(t) =
(3cost,3sint), 0 <t < 27 ja ulkoinen yksikkénormaali
r_ (zy) 1
n=-=—7—=—(z,y).
T A /1;2 + y2 3

Lisdksi ||x/()|| = ||(—3sint, 3 cost)|| = 3, joten

2
1
P :/ (27 cos™t, 27 sin® ¢t) ~§(SCost,3sint) - 3dt

0

2m
243
= 81/ (cos4t + sin? t) dt = =
0
missi cos? t:n ja sin? £ integroinnin yksityiskohdat sivuutetaan (ks. taulu-

kot).
Gaussin lauseen avulla. V +F = 322+ 3y, joten siirtymilli napakoordinaat-
teihin saadaan

s 1 243
CD://?)(IQ—Hf) dxdyz?;/ / 7"27“d7"d9:3-27r/ —rt=""nr.
R 0 0 0 4 2

6 R3:n pinnoista ja joukoista

Luvussa 7 mééritellaéin yleisesti, mitd tarkoitamme ryz-avaruuden (eli R*:mn)
pinnalla. Kerrataan kuitenkin ensin joitakin peruspintoja ja joukkoja. Mo-
nissa seuraavista esimerkeistd on tirkedd tunnistaa seuraavat lausekkeet:

\Vx? + y? + 22 = etdisyys origosta
V1?2 + y? = etiisyys z-akselista

R3:n osajoukkoja méiiriteltiessi ilmoitetaan usein pelkki joukon miAdrittivi
yht#lo tai epiyhtils. Esimerkiksi puhutaan joukosta x? + y? + 22 < 2, kun
tarkkaan ottaen tarkoitetaan joukkoa {(z,y,z) € R®: 2 +y? + 2% < 2}.

(6.1)
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6.1 Paraboloidi ja kartio
Jatkuvan funktion z = z(z,y) kuvaaja on pinta. Esimerkiksi pinnan
z = a4+
z-koordinaatti on etdisyyden nelio z-akselista, joten kyseessd on paraboloidi.

Pinnalle
z =22+ y?

z-koordinaatti on etdisyys z-akselista, joten kyseessd on kartio.

6.2 Pallo ja sylinteri

Olkoon a > 0. Joukon
2,2, 2 _ 2
Tty +2°=a
pisteiden (z,y, z) etiisyys origosta on vakio a, joten kyseessi on a-siteinen
pallopinta. Joukolle
2+t = a?

etédisyys z-akselista on vakio a, joten kyseessi on a-séiteinen sylinteripinta.
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Joukko

2+ y2 + 22 < a?
koostuu pisteistd, joiden etidisyys origosta on < a, joten kyseessd on a-
siateinen suljettu pallo. Joukko

2+ 1y < d?
koostuu pisteistd, joiden etdisyys z-akselista on < a, joten kyseessd on a-
siateinen umpinainen sylinteri.

Yleisesti ottaen sylinteri voi olla miké tahansa pystysuorista suorista (tai

niiden osista) koostuva joukko. Esimerkkeiné elliptinen sylinteri

x> x?

ate=h

jonka leikkaus xy-tason kanssa on ellipsi, tai paraboloidinen sylinter:
y = az?,

jonka leikkaus xy-tason kanssa on paraabeli.

SARRARNRNNNNY

—
——
——
——
——
——
!

Yy =azr

Esimerkki 6.2. Joukko
A={(z,y,2) eR®: 2?2+ > +22=2, y>0, 2>0}

on v/2-siiteisen pallopinnan osa, jota rajoittavat ehdot y > 0 ja z > 0. Ky-
seessd on pallopinnan neljinnes. Vastaavasti joukko

B={(z,y,2) eR*: 22+ 9 +22<2, y>0, 2>0}

on v/2-séteisen suljetun pallon se neljinnes, jossa y > 0 ja z > 0.
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Joukko A. Joukko C.

Esimerkki 6.3. Joukko
C={(r,y,2) eER®: 2® +y* =4, 0< 2 <4 —2x}

on 2-siteisen sylinteripinnan osa, jota rajoittaa alhaalta pinta z = 0 eli zy-
taso ja ylhadlta pinta z = 4 — z eli taso. Joukko

D={(r,y,2) eR*: 2* +¢y* <4, 0<2<4 -z}
on vastaava 2-siteisen umpinaisen sylinterin osa.

Esimerkki 6.4. Joukkoa
FE = {(;U,y,z) eER?: Va2 +9y2 <2< \/1—x2—y2}

rajoittaa alhaalta kartiopinta z = /22 + y? ja ylhaélta pinta
2 =+/1— 22 —y? eli 1-siiteinen pallopinta 22 4+ y* + 22 = 1. Niiden pintojen
leikkauskayralla

/x2+y2: /1—x2—y2

st ryt=1-—2" >

1

2 2

& = -
7ty 5

Pinnat leikkaavat siis zy-tason 1/ V/2-siiteisen origokeskisen ympyrin kohdal-

la.



MAT-20401 VEKTORIANALYYSI 79

Joukko FE.

7 Pintaintegraali

Téasséd luvussa tutkitaan parametrisoituja pintoja ja mééritelliin pintainte-
graali skalaari- ja vektorikentille.

7.1 Parametrisoitu pinta

Kiyrin C C R? parametrisoinnin r : [a,b] — R? parametrijoukko [a,b] on 1-
ulotteinen. Siten myds kuvajoukko C' = r([a, b]) on tyypillisesti 1-ulotteinen
ja C'n pisteiden r(t) ilmoittamiseen tarvitaan tdsmélleen 1 koordinaatti t €

[a, b].

Maéaéiritelmé 7.1. Olkoon R C R? suljettu ja rajoitettu tasojoukko, jonka
reuna R koostuu &darellisen monesta paloittain siledstéd yksinkertaisesta sul-
jetusta kdyrastd. Parametrisoitu pinta (parametric surface) on kuvajoukko
S =r(R), missi r: R — R3, r(u,v) = (z(u,v),y(u,v), 2(u,v)) on jatkuva
kuvaus. Kuvausta r kutsutaan pinnan S parametrisoinnniksi.

Tissd pinnan S C R3 miiritelmissi ideana on, ettd parametrijoukko R C R?
on 2-ulotteinen. Siten kuvajoukko S = r(R) on tyypillisesti 2-ulotteinen ja
pisteen r(u,v) ilmoittamiseen tarvitaan tésmélleen 2 koordinaattia (u,v) €
R.

Esimerkki 7.2. Jatkuvan funktion z = z(z,y) kuvaaja on parametrisoitu
pinta, jonka parametrisoinniksi kiy

r(z,y) = (v,y,2(z,y)), (2,y) € R

Tassé parametreina kiytetidédn siis koordinaatteja x ja y.
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y r(zy) = (2,9, 2(2,9))

b@ z=z(z,y)

>y

‘4 (z,9) R

Edelld kidyrdn r(¢) kuvajoukon C' ja pinnan r(u,v) kuvajoukon S ulottei-
suuksista puhuttaessa on huomattava esimerkiksi seuraavanlaiset tilanteet.
Dimension tdsmaéllinen maarittely jatetdadn mittateorian kurssille.

e Yhden muuttujan funktio r(¢) = (0,0, 0) on jatkuva, mutta kuvajoukko
C' ={(0,0,0)} on O-ulotteinen.

e On olemassa jatkuva funktio r: [0,1] — R3, jolle kuvajoukko on 3-
ulotteinen yksikkokuutio [0, 1]* (ns. Peanon kiyrd).

e Funktio r(u,v) = (0,0,0) on jatkuva, mutta kuvajoukko S = {(0,0,0)}
0-ulotteinen.

e Funktio r(u,v) = (uv,0,0) on jatkuva, mutta kuvajoukko S on R3:n
x-akseli, joka on 1-ulotteinen.

Kéyrille sileys (r' on jatkuva ja r'(t) # 0 kaikilla ) takaa sen, ettd kdyri
nayttaa siledltd ja on 1-ulotteinen. Pinnalle sileys méaéritellidn seuraavasti:

Maié&ritelmi 7.3. Pinta S = r(R) on siled (smooth), jos

e r on itsedén leikkaamaton (eli injektio) ja

e r:n komponenttifunktioiden x(u,v), y(u,v) ja z(u,v) kaikki osittaisde-
rivaatat ovat jatkuvia ja r:n osittaisderivaattavektorit

or (o ay 0\ o (0 ay 0
ru_@u_ ou’ Ou’ Ou Ja r”_au_ v’ Ov’ Ov

ovat lineaarisesti riippumattomat (ts. eivit ole nollavektoreita eivitka
yhdensuuntaisia, ts. r, x r, # 0) kaikilla (u,v) € R.

Pinta on paloittain siled, jos se voidaan jakaa darellisen moneen sileddn osaan.
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Geometrisesti 1, (ug, vg) on kiyrin r(u, vg) tangenttivektori ja r,(ug, vo) kiy-
ran r(ug, v) tangenttivektori pisteessi r(ug, vo). Jos pinta on sileé, niin r, (u, v)
jar,(u,v) eivit ole yhdensuuntaiset ja siten virittdvit pinnan S jokaiseen pis-
teeseen r(u,v) tangenttitason T. T&ll4 tangenttitasolla on normaalivektori

N(u,v) = ry(u,v) x r,(u,v).

Sileyden mé#aritelméssé osittaisderivaattojen jatkuvuus takaa, ettd normaa-
livektori IN(u,v) on jatkuva ja siten pinnalla ei voi olla dkillisia taitoksia.

Esimerkki 7.4. Tarkastellaan parametrisointia r(u,v) = (ucosv, usinv, v),
0<u<2 0<L o< 27 Jos kiinnitetddn 0 < w < 2, niin parametrisointi
piirtad u-sdteisen ruuvikiyran (vrt. esimerkki 2.15). Kun yhdistetaén tallaiset
kiyrat arvoilla 0 < v < 2, niin saadaan kuvan mukainen ruuvipinta.

W \ §
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Nyt r,(u,v) = (cosv,sinw,0) ja r,(u,v) = (—usinv, ucosv, 1), joten

i ik
N(u,v) = ry(u,v) X ry(u,v) =| cosv sinv 0| = (sinv, — cosv, u).
—usinv wcosv 1

Siten pinnalla on esimerkiksi pisteessd r(1,7/2) = (0, 1, 7/2) normaalivektori
N(1,7/2) = (1,0,1).

7.2 Pinnan pinta-ala

Tarkastellaan pintaa S = r(R). Kuten tasointegraalin méairitelméssé luvus-
sa 4, peitetdan R suorakulmiolla, joka jaetaan osasuorakulmioihin. Otetaan
mukaan ne osasuorakulmiot R;;, 1 <7 <m, 1 < j < n, joille R;; C R. Mer-
kitddn R;;n vasenta alakulmaa (uj;, v};). Suorakulmion Ry; leveys on Au; ja
korkeus Avj, joten sen oikea ylikulma on (uj; + Au;, vf; + Av;) ja pinta-ala
on Aw; Av;. Kéyrélle r(u, Z]) pitee derlvaatan maaritelmén nojalla

.. ) (u + Au, vw) (uz‘j,vfj)
W07 A0 Au

Y

joten pienilld Au; pétee

r(uf; + A, vf;) — r(u, v;;)
Aui

~ 1y (U, v

Vastaava pitee myos kidyrille r(ul., v), joten saadaan arviot

U

r(u;; + Aui, ;) — r(uf;, v;“j)

( 2]7 2] + AU]) (u;‘j,v;})

Q

r,(u u, vi) Aug - ja
Iy ( ’Lj7 z])AUJ

Q

Téssi toistettiin oleellisesti samat arviot kuin yhtdlossa (2.38). Suorakulmion
R;; kuvan S;; = r(RU) pinta-alaa AS;; voidaan nyt arvioida vektoreiden
v, (uf;, v;) Ay ja ry(uf;, vf;) Av; virittdmén suunnikkaan pinta-alalla:

A8y 2 || (raluiy, o) Aus) x (o (g, o) Avy) |
= Hru( 7,]7 zg) X rU( z]? z])” Aul A/UJ (75)
- ||N< zy? 13)” Aul AUJ



MAT-20401 VEKTORIANALYYSI 83

* *

r(u'jv Uij)

Kuvan Sj; pinta-ala ASj; on siten ||N(u];, v};)||-kertainen suorakulmion R;;
pinta-alaan Awu; Av; verrattuna. Koko pinnan S pinta-alalle saadaan nyt ar-

vio
ZZHN Z]’ 2] |AUZAUJ

=1 5=t
RijCR

Yhtélon (4.7) mukaisesti rajalla |P| = max{diam(R;;)} — 0 paddytdédn seu-
raavaan madritelmaén:

Maéaritelma 7.6. Siledn pinnan S = r(R) pinta-ala on

:/ N, 0) | dut .
R

IN(u,v)|| on pinta-alan suurennussuhde pisteessd (u,v).

Esimerkki 7.7. Laske esimerkin 7.4 ruuvipinnan S pinta-ala.
Ratkaisu. ||N(u,v)|| = Vsin?v + cos?v + u2 = /1 + u2, joten pinta-ala on

a(S):/O%/:mdudv: (/% dv) (/QMdu)

zgﬁ/zmdu:%/ ( Vitwrsl 1n<u+m>)

= o <\f+ In(2 + f)) ~ 18,6.

Tassa integraalifunktio on sijoittamalla johdettua taulukkokirjatietoa, joka
voidaan helposti tarkastaa derivoimalla.
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Esimerkki 7.8. Olkoon S toruspinta, jossa "putken” side on Ry ja putken
poikkileikkausten keskipisteiden etdisyys origosta on Ry, missd Ry > Ry > 0.
Tallainen toruspinta voidaan parametrisoida asettamalla

r(u,v) = (Ry + Ry cosu) cosvi+ (Ry + Ry cosu) sinvj + Ry sin uk,

0 < wu,v < 2. Kuvassa Ry = 2 ja Ry = 1. Miten parametrisointi toimii?
Tutki esimerkiksi, millainen kiiyrd muodostuu, kun v = 0 ja 0 < u < 27, tai
kun v =0ja 0 <v < 27.

Nyt
N(u,v) = ry(u,v) X r,(u,v)
i j K
= — Ry sinu cosv — Ry sinusinv Ry cosu
—(Ry 4+ Rycosu)sinv  (Ry + Ry cosu) cosv 0
= —(Ry + Ry cosu)(Ry cosucosvi + Ry cosusinvj + Ry sin uk),
joten

IIN(u,v)|| = (Ry + Ry cosu) Ry Vv cos? ucos? v + cos? usin® v + sin® u
= (Ry + Rycosu)Rs.

Niinpa pinta-alaksi voidaan laskea

2 27
a(S) = / / (Ry + Rycosu) Ry dudv = 47> Ry Ry.
0 0

7.3 Perusparametrisoinnit

Luetellaan kolme tdlld opintojaksolla yleisimmin kdytettyd parametrisointia
normaalivektoreineen. Tarkasta laskemalla N(u, v) = r,(u,v) X r,(u,v).
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Funktion z = z(z,y) kuvaaja

r(z,y) = (v,y, 2(z,y))

Niwy) = <_%’ _g_;’ 1) (7.9)

INGz, )| = ¢ (g_) ; (g_y) i

a-sdteinen origokeskinen pallopinta

Ks. kuva sivulla 80.

r(¢,0) = (asin¢cosf, asinpsinb, acos @)
N(¢,0) = a*sin ¢ (sin ¢ cos 6, sin ¢ sin 0, cos @) (7.10)
IN(¢,0)|| = a*sin ¢

(x7 y? Z)

a-siteinen sylinteripinta, jonka symmetria-akselina on z-akseli

r(0,z) = (acosf, asinb, z)
N0, z) = (acosf, asind, 0) (7.11)
IN(8, 2)[| = a
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0<6<2r
zeR

X

Néistd funktion kuvaajan parametrisointi on aina sileé, jos funktio on jat-
kuvasti differentitoituva. Sen sijaan pallo- ja sylinterikoordinaattiparametri-
soinnit eivit ole sileitd. Pallokoordinaattiparametrisointi ei ole injektio, silla
r(0,0) = (0,0, a) jar(m, 0) = (0,0, —a) kaikilla § € [0, 2x|. Lisiksi N(¢,6) on
nollavektori, kun ¢ = 0 tai 7. Sylinterikoordinaattiparametrisointikaan ei ole
injektio, silla r(0, z) = r(27, z) kaikilla z. Kaytdnnossa tésta ei aiheudu huol-
ta, koska ongelma ilmenee vain parametrijoukon 1-ulotteisilla reunajanoilla.

Esimerkki 7.12. Laske paraboloidin z = 22 + y?, 0 < z < 1, pinta-ala.
Ratkaisu. Kyseessi on funktion z(z,y) = 22 + y* kuvaaja joukossa
22 +y? < 1. Nyt

IN(z,9)[| = V/(22)2 + (29)2 + 1 = VA(22 +32) + 1,

joten pinta-ala on
27 1
// \/4(x2+y2)+1dxdy:/ / VAr? +1rdrdf
{(z,y): 224421} 0 0

1
1
= zw/ —(4r* +1)32 = %(5\/5 —1).
0

12

Esimerkki 7.13. Laske a-séteisen origokeskisen pallopinnan
S ={(@.y,2) €R': a? 4y + 22— a?)

pinta-ala.
Ratkaisu. Kiytetdian pallokoordinaattiparametrisointia:

a(S):/OW/O%aQSinqﬁdﬁdczb:az (/Oﬂsingbdcé) (/027r d9>

=a%-2 21 = 4wd’.
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7.4 Reaaliarvoisen funktion pintaintegraali

Jos ohutseindisen, silein pinnan S = r(R) muotoisen astian pintatiheys pis-
teessi (z,y,2z) € S on f(x,y,2) (kg/m?), niin mikii on astian massa? Ar-
vion (7.5) mukaan pientd suorakulmiota R;; C R vastaavan pinnan osan
S;; = r(R;;) pinta-alalle pitee

AS;; ~ ||N(u; | Au; Av,.

1]7 ’L])’
Pinnan osan S;; tiheys voidaan olettaa likimain vakioksi, jos f on jatkuva.
Siten S;;:n massalle Am;; pétee

Aml] Nf( ( 1]7 z]))HN( ij) z])” AuZAUJ

ja pinnan kokonaismassalle

e S5 Fle(ut, o) ING 06| A Aoy

=1 j=1
R;;CR

Rajalla |P| = max{diam(R;;)} — 0 saadaan

m://Rf(r(u,v))HN(u,v)Hdudv.

Otetaan tadmai yleiseksi pintaintegraalin méiritelméksi:

Mééritelma 7.14. Jatkuvan funktion f: R® — R pintaintegraali (surface
integral) siledn pinnan S = r(R) yli on

//fds //f r(u,v))||N(u, v)| du dv.

Paloittain sileille pinnoille pintaintegraali méédritelladn sileiden osien yli las-
kettujen integraalien summana.

Huomautus 7.15. a) Merkinnéssi [[ f dS ei oteta kantaa pinnan S para-
metrisointiin. Voidaankin osoittaa, etti pintaintegraalin arvo on riippumaton
parametrisoinnin r valinnasta.

b) Pinnan pinta-alan méairitelmén mukaan

—//SldS.

c) Vaikka pallo- ja sylinterikoordinaattiparametrisoinnit eiviit aina olekaan
méadritelmamme mukaan sileité, niitd voidaan kuitenkin pintaintegraaleja las-
kettaessa kiyttdad, koska "ongelmajoukon” pinta-ala on sekd maarittely- etta
maalipuolella nolla.
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//S 2ds,

kun S on kartiopinta z = /22 4+ 3%, 0 < z < 1.

Ratkaisu. Pinta S on funktion z = /22 + 32 kuvaaja joukossa x? + 3% < 1.
Yhtaliden (7.9) mukaan

Esimerkki 7.16. Laske

72 2
IN(z,y)|| = \/ + s+ 1= V2,

$2_|_y2 x2+y2

joten siirtymalla napakoordinaatteihin saadaan

//zdS:// V2 + 2V 2dx dy
s {(zy): z2+y2<1}
2 1
—/ / r2r dr df = 2\/§7T.
o Jo 3

Esimerkki 7.17. Laske

(x +y+2)dS,
S

kun S on pallopinnan 2% 4 3% + 22 = 1 ensimmaiisessi koordinaattikahdek-
sanneksessa oleva osa.
Ratkaisu. Kiytetain pallokoordinaatteja. Yhtiléiden (7.10) mukaan

IN(¢,0)|| = a?sin ¢ = sin ¢,

joten

w/2 /2
//(x+y+z)d5=/ / (sin ¢ cos 0 + sin ¢ sin O + cos @) sin ¢ d¢ db
S 0 0

w/2 /2
- (/ (cos @ + sin ) d@) (/ sin? ¢d¢>
0 0
w/2 w/2
+ </o dQ) </0 Cosgbsmqbdgb)
w/2 7/ w/2
= /0 (sin @ — cos 9)/0 2 <% - %cos(2gz§)> do + g/o %sin2

/2
= 2/0 (%gb - isin(2¢)> + % -

+

bo | 3

T
4 4
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7.5 Massa ja massakeskipiste

Merkitdan pintatiheysfunktiota d:1la. Talloin pinnan S muotoisen kappaleen
massa on edellisessi luvussa todetun perusteella

m = //S 5dS. (7.18)

Samaan tapaan kuin luvussa 2.7 voidaan massakeskipisteen (Z,7,Z) mééri-
telméksi perustella

1 1 1
E:—//xéds, y:—//yads ja z:—//zads (7.19)
m S m S m S

sekd hitausmomentiksi annetun pyorimisakselin suhteen

I= //S p?6ds, (7.20)

missi p = p(x,y, z) on pisteen (z,y, z) etdisyys pyorimisakselista.

Esimerkki 7.21. Laske esimerkin 7.4 ruuvipinnan massa ja massakeskipis-
te, kun pintatiheys on suoraan verrannollinen etdisyyteen z-akselista.
Ratkaisu. Pinnan parametrisointi on r(u,v) = (ucosv,usinv,v),

0 <u <2 0 < v < 27 Esimerkissd 7.4 normaalivektoriksi laskettiin
N(u,v) = (sinv, — cos v, u), joten

IN(u,v)|| = Vsin? v + cos?v 4 u? = V1 + u?.

Lisaksi

6(z,y,2) = ka2 + 3y = kv u? cos? v + u?sin v = ku,

missd k > 0 on verrannollisuuskerroin. Nyt

2 2m
m://k\/xQ—l—y?dS:/ / kuv1+ u? dvdu
S o Jo

=k (/027r dv) (/:umdu> = 27rk/ozé(1 +u?)3?

= ?(5\/5— 1).
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Massakeskipisteen z-koordinaatti on

1 1 2 27
E:—//xk\/ﬁ—wﬁdé’:—/ / ucosv - ku- V14 u?dvdu
m J)g mJo Jo

]{Z 27 2
:—(/ cosvdv) (/ u2\/1+u2du>:0.
m 0 0

Vastaavalla tavalla saadaan ¥ = 0. z-koordinaatti on

1 1 2 2
E:—//zk\/l’2+y2d5:—// v-ku-vV1+urdvdu
m J)g mJo Jo

3k , 5VB—1
N ¥ S S —
27k (5v/5 — 1) 3

.

Massakeskipiste on siis (0,0, 7). Vaikuttaako tulos geometrisesti jarkevalta?
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7.6 Pinnan suunnistus ja reunakayra

Maaritelma 7.22. Madritelladn siledn pinnan S = r(R) suunnistukseen
(orientation) liittyvid kdsitteita.

e Pinnalla S on tdsmaélleen kaksi jatkuvaa yksikkénormaalia (unit normal)
n =n(z,y, 2):

n(r(s,0)) = + N(u,v) _ r.(u,v) X r,(u,v) .
IN(u, )| [[eu (1, v) X ry(u, )|

e n:n valinta madrdad pinnan S posititvisen puolen, ts. puolen, josta n
osoittaa poispéiin.

e Pinnan S reunakdiyrd on 0S = r(0R).

e Reunakiyrdn 0S posititvinen suunta on se suunta, johon kuljettaessa
pinnan positiivinen puoli jii vasemmalle (oikean kidden “korkkiruuvi-
saanto”).

e Paloittain siled pinta on suunnistuva (orientable), jos paloille voidaan
valita suunnistukset siten, ettd yhteisilla reunakayrilli on vastakkaiset
positiiviset suunnat.

e Paloittain siled suunnistuva pinta S on suljettu (closed), jos se rajoittaa
avaruudesta rajoitetun joukon 7' C R3. Tilloin S on 7:n reunapinta eli
S = OT. Téllaisen pinnan ulkoinen yksikkonormaali (outer unit normal)
n on se yksikkonormaali, joka osoittaa joukosta 71" poispéin.

On huomattava, etti pinnan positiivisen puolen valinta on sopimuskysymys.
Esimerkiksi u:n ja v:n roolien vaihtaminen vaihtaa suunnistuksen, silla r, x
r, = —r, X r,. Talld opintojaksolla sovitaan, ettd "ylospéin” tarkoittaa z-
akselin positiivista suuntaa, ts. vektori (z,y, z) osoittaa ylospéin, jos z > 0.
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Esimerkki 7.23. Tutkitaan luvun 7.3 parametrisointeja.
a) Kuvaajan z = z(z,y) parametrisoinnille r(z,y) = (z,y, 2(z,y)) normaa-

livektori 5 9
z z
N(I,y) = (_a_xv_a_yal)

osoittaa ylospéin, koska z-koordinaatti on positiivinen. Siten standardipara-
metrisoinnilla pinnan positiivinen puoli on pinnan ylapuoli.
b) Pallokoordinaattiparametrisoinnin normaalivektori on

N(¢,0) = a*sin ¢ (sin ¢ cos 6, sin ¢ sin §, cos @).

Tarkastetaan N:n suunta "péivintasaajan” pisteessd r(7/2,0) = (a,0,0).
Normaalivektori on N(7/2,0) = (a?,0,0), joka osoittaa origosta poispiin.
Positiivisena puolena on siis pallopinnan kupera puoli.

c) Sylinterikoordinaattiparametrisoinnin normaalivektori on

N0, z) = (acosf, asind, 0).

Tarkastetaan IN:n suunta xy-tason pisteessé r(0,0) = (a,0,0). Normaalivek-
tori on N(0,0) = (a,0,0), joka osoittaa z-akselista poispdin, joten positiivi-
nen puoli on sylinterin ulkopinta.

Esimerkki 7.24. Suorakulmaisen sirmion reunapinta on suunnistuva. Ohei-
sessa kuvassa kunkin sivun ulkoiset yksikkonormaalit n miaradvit reunakay-
rille suunnistukset, jotka kulkevat vastakkaisiin suuntiin yhteisilla reunakay-

rien osilla.
/I\ n

= L
e

-

né’ - e

Esimerkki 7.25. Esimerkin ei-suunnistuvasta pinnasta tarjoaa Mdbiuksen
nauvha

(u,v) <1+” “) '+(1+” u) i+ 2 gin ok
ru,v) = — COS — ] cCOSul — COS — | sSInu — S1n —
’ 9“3 5“3 J TG smS
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0 <u< 27 —1 <wv < 1. Pinta ei ole siled, silld poikkileikkausjanalla kiyra
leikkaa itsensd: r(0,v) = r(2m,v). Pinta saadaan kuitenkin kahdesta palas-
ta koostuvaksi paloittain sileiksi pinnaksi leikkaamalla se poikki kahdesta
kohtaa. Niiden palasten suunnistuksia ei voida sovittaa yhteen, kuten piir-
tamalla voit todeta. Télla pinnalla on vain yksi puoli, joten ei voida puhua
positiivisesta ja negatiivisesta puolesta.

7.7 Vektorikentan vuo

Olkoon F virtauskenttd (m/s). Mikd on kentén virtausnopeus @ (m?/s) (ku-
vitteellisen) sileéin pinnan S = r(R) lipi pinnan positiiviseen suuntaan?

n(r(u,v)) .

h = (F(r(u,v)) At) en(r(u,v))
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Arvion (7.5) mukaan pientd suorakulmiota R;; C R vastaavan pinnan osan
S;; = r(R;;) pinta-alalle patee

ASij = [N (ujj, viy) || Aui Avy.

1]7 Z])

Arvioidaan virtausnopeutta S;;mn ldpi: Oletetaan, ettd S;; sijaitsee likimain
tasolla. Jos F on jatkuva, niin silld on joukossa S;; likimain vakioarvo
F(r(uf,v})). Nyt F(r(ul;, v5)) n(r(ul., v)) on virtauskentin F(r(u};, v};))

i) z] zg’ z] K ’Lj w? 2]

skalaariprojektio normaalin n(r (u”, v;;)) suuntaan ollen positiivinen, jos vir-

taus kulkee normaalin suuntaan pinnan negatiiviselta puolelta positiiviselle
ja negatiivinen péinvastaisessa tilanteessa. Virtausnopeus S;;:n ldpi on siten
likimain

F(r(uij, vi;)) s n(r(u;, v3;)) AS
~ F(r(ui;, viz)) s (e (ug;, vip)) N (ui, vig) | Aui A,

Vertaa oheiseen kuvaan, jossa V' on aikavililld At pinta-alaltaan A:n suurui-
sen pinta-alkion ldpi virranneen aineen tilavuus. Virtausnopeus koko pinnan
S 1dpi on siten

@vaZF o)) en(r(ul, o) IN(ul,, vl | Aug Avy.

=1 j=1
R;;CR

Rajalla |P| = max{diam(R;;)} — 0 saadaan

://RF(r(u,v))-n(r(u,v))HN(u,v)Hdudv://SF-ndS. (7.26)

Otetaan tdmai yleiseksi vuon méaritelmaksi:

Maiésritelmi 7.27. Jatkuvan vektorikentin F wvuo (fluz) paloittain siledin
suunnistuvan pinnan S = r(R) lapi yksikkonormaalin n suuntaan on

- || Penas

Kirjallisuudessa télle integraalille kiiytetdan usein myos merkintad

//F-dS.

s

Lause 7.28. @z//F-ndS://F-Ndudv.
s R
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Todistus. Viite seuraa suoraan yhtilostéa (7.26), silla
N(u, v)
n(r(u,v)) = ———. O
IN(u, )|

Vektorikentdn vuo ei riipu parametrisoinnin r valinnasta, mikéli suunnistus
sdilyy samana. Jos suunnistus vaihtuu, niin integraalin etumerkki vaihtuu:

//SF-ndS:—//SF-(—n)dS. (7.29)

Esimerkki 7.30. Laske kentdn F(z,y, 2) = (z,y,0) vuo paraboloidipinnan
S={(r,y,2) ER®: z=2"+y* 0< 2<4}

lapi alaspéin.
Ratkaisu. S on kahden muuttujan funktion kuvaaja, joten voidaan kiyttad
yhtéilon (7.9) parametrisointia r(z,y) = (x,y, 2* + 3?), missi parametrijouk-
kona on R = {(z,y) € R? : 2? + y* < 4}. Yhtélén (7.9) normaalivektori
osoittaa ylospéin, joten nyt normaalivektoriksi on otettava sen vastavektori
z 0z
N(z,y) = (%,g—y,—l) = (2z,2y,—1).

Siirtymalld napakoordinaatteihin saadaan

//F-ndsz//F-Ndxdy://Q(x2+y2)dxdy
S R R
27 2
:/ / 2r%rdrdf = --- = 16m.
0 0

Esimerkki 7.31. Laske kentéin F(z,y, 2) = (yz,x, —2?) vuo pinnan y = 22,
0<z<1,0< 2 <4, lapi xz-tasoon péin.
Ratkaisu. Otetaan pinnan parametrisoinniksi r(z, z) = (z, 22, 2),
R={(z,z): 0<x<1, 0<z<4}. Tallsin
i j ok
N(z,z) =r.(x,2) Xxr(z,2) = |1 2z 0= (22,—1,0).
0 0 1

Téama normaalivektori osoittaa haluttuun suuntaan, silla esimerkiksi N (0, 0) =
(0,—1,0). Piirrd kuva! Siten

4 1
//F-n://F-Ndxdz:/ /(xQ,z,:p,—22)-(2x,—1,0)dxdz
5 R o Jo
4 1
—/ /(2x3z—x)dxdz—--~—2.
0o Jo
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Esimerkki 7.32. Laske kentdn F(x,y,2) = —yi + xj + 32k vuo pinnan

z2=+/16 — 22 — 92, y > 0, lapi ylospain.
Ratkaisu. Voitaisiin kiyttdd parametrisointia r(z,y) = (a:, Y, /16 — 22 — y2>,
2% 4+ 1y? <16, y > 0. Kokeile!

Padstddn kuitenkin helpommalla, kun huomataan, ettd kyseessd on 4-
siteisen pallopinnan 2 + y? + 22 = 16 se neljiinnes, jossa y > 0 ja z > 0, ja
kiytetddn pallokoordinaattiparametrisointia (7.10):

r(¢,0) = (4sin ¢ cosf, 4sin psin b, 4 cos ¢),

missd parametrijoukkona on R = {(¢,0) : 0 < ¢ < 7/2, 0 < 0 < 7}
Normaalivektori

N(¢,0) = 16sin ¢ (sin ¢ cos @, sin ¢ sin 6, cos @)

osoittaa poispéin origosta, eli tdssd tapauksessa ylospiin oikeaan suuntaan,

joten
//F-ndS—//F-ngbd&
s R

T p/2
:/ / (—4sin¢sinf, 4sin ¢ cos b, 12 cos @)
o Jo
. (1ﬁsin2¢C059, 16sin? ¢ sin @, 16 sin ¢ cos @) do do

T /2
= / / 192 sin ¢ cos® ¢ dep df
o Jo

T /2
= / / 192 sin ¢ cos® ¢ dep d
o Jo

T w/
=192 </ d0> (/ 2sinq§c0s2¢d¢>
0 0

w/2 1
= 1927r/ — —cos® ¢ = 64r.
0 3
Esimerkki 7.33. Laske kentén F(z,y, z) = i+ yj + zk vuo ulospéin sylin-
terin
T={(z,y,2) eR*: 2> +9* <a® -h<z<h} (a,h>0)

pinnan S = 97T lapi.
Ratkaisu. Pinta S koostuu kolmesta osasta: katosta Sy, lattiasta Sy ja sylin-
teripinnasta S3. Katto ja lattia voidaan hoidella parametrisoimatta ko. pinta.
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Katto. n = (0,0,1), joten Fen = z = h. Niinpi

// FendS = h// dS = ha(S,) = hra®.
S1 Sl

Lattia. n = (0,0, —1), joten Fen = —z = h. Niinpé

// FendS = h// dS = ha(S,) = hra®.
SQ SQ

Vaippa. Parametrisoidaan S3 sylinterikoordinaattien (7.11) avulla: r(6, z) =
(acosB,asinb, z),0 <6 <2m, —h < z<h. Nyt N(0,z) = (acosf,asinb,0),
joka osoittaa ulospéin. Siten

2m  rh
// F-ndS:/ / (acosB,asinb, z)«(acosb,asinb,0)dzdo
Ss 0 —h
27 h
= a2/ / dzdf = a*2r2h = 4hma®.
o J-n

Kokonaisvuo saadaan laskemalla yhteen:

// F+ndS = hra® + hra®? + 4hwa® = 6hra’.
S

8 Kertaus avaruusintegraaleista

Tassd luvussa kerrataan avaruusintegraaleja Insinforimatematiikan opinto-
jaksolta siind madrin, kun on tarpeellista luvu 9 avaruusintegraalien laske-
miseksi.

8.1 Maairitelmi ja laskeminen projisoituvissa joukoissa

Olkoon T C R3 suljettu ja rajoitettu joukko ja f: T'— R rajoitettu funktio.
Peitetddn 7" suorakulmaisella sdrmiolld, joka jaetaan osasdrmidihin Ty, 1 <
1 <m,1<j<n,1<k<p, joiden sirmien pituudet ovat Az;, Ay; ja Az,
ja tilavuudet siten Az; Ay; Az,. Otetaan mukaan ne osasdrmiot Tj, joille
Tijx C T. Valitaan pisteet (75, Yin, 2ij,) € Tijr- Médritelliéin fin integraali
yli joukon T asettamalla

m n p
//T f(z,y,2)dedydz = “1}'1302 Z Z f(x:jku Yijs ZZk) Azj Ay; Az,

i=1 j=1 k=1
T;jxCT
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mikili raja-arvo on olemassa. Jaon normi | P| mééritelldén vastaavalla tavoin
kuin luvussa 4 tasointegraalille. Integraalia merkitadn myos

//Tf(x,y,z)dxdydz:ﬂTf(x7y’Z)dV:///deV

Huomataan, etta
/// 1dV = v(T') = joukon T tilavuus.
T

Integroituvuus riippuu seké funktion f ettd joukon T ominaisuuksista. Usein
kiytidnnon tilanteissa parjatddn seuraavalla tuloksella.

Lause 8.1. Jos T':n reuna on paloittain siled suunnistuva pinta ja f: T — R
on jatkuva, niin f on integroituva.

Usein integraalin laskeminen perustuu integroimisjoukon projisoituvuuteen.
Méiéritelméa 8.2. T C R? on zy-projisoituva (z-simple), jos se on muotoa

T={(r,y,2) €R’: (z,y) €R, z21(x,9) <z < zm(z,y)},

missd R on suljettu ja rajoitettu xy-tason joukko sekd z; ja zo jatkuvia funk-
tioita. xz- ja yz-projisoituvuus méaritelldin vastaavasti.

2= z(x,y)

iz
ZZ
V77
S
Y 7

1 2
//////I/'///II/I/',;;’I’

/ Z = Zl(x7y)

S S SCSOS
S

Lause 8.3. Olkoon f: T — R jatkuva. Jos T on xy-projisoituva, niin

//T f(z,y,2)dV = //R /Zj::j)f(x,y,x) dz | dA.

Vastaavat tulokset oval voimassa myds xz- ja yz-projisoituville joukoille.
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JI[ rav

missi f(x,y,z) = z ja T on koordinaattitasojen ja tason z = 6 — 3z — 2y
rajoittama joukko.

Ratkaisu. Ko. tason ja z-akselin leikkauspiste saadaan asettamalla tason
yhtdlossd y = 2 = 0: 0 = 6 — 3z < = = 2. Samalla tavoin y-akselin leik-
kauspisteeksi saadaan y = 3 ja z-akselin z = 6. Kyseisen tason ja xy-tason
leikkaussuora saadaan asettamalla tason yhtilossd z = 0, eli y = (6 — 3x) /2.
Piirrd kuva! T on xy-projisoituva, projektiojoukkona

Esimerkki 8.4. Laske

R={(r,y) eR*: 0<y<(6-32)/2, 0<x<2}.

6—3x—2y
///de:/// zdzdA
T RJoO
2 p(6-3x)/2 p6—3z—2y
:/ / / zdzdydx
0o Jo 0

2 p(6-32)/2 1
:/ / ~(6 — 3z — 2y)*dydr = --- = 9.
o Jo 2

Kaytannossa laskun alussa kirjoitetaan suoraan yhtilon toisen rivin lauseke.
Tassé laskussa on 6 eri vaihtoehtoa integroimisjérjestykselle. Voitaisiin laskea
my6s esimerkiksi

6 r(6—2)/2 p(6—2y—z2)/3
//deZ// / zdrdydz =---=09.
T 0o Jo 0

Kokeile eri jarjestyksia!

Siten
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8.2 Pallokoordinaatit

z

p=Vat+y2+22>0
0<o<m
0<6<2r

X

llmaistaan joukon T C R3 pisteet (z,y,z) pallokoordinaateissa (spherical
coordinates):

x = psin¢cosb
y = psin¢sind (8.5)
Z = pcos ¢

missi (p, ¢,0) € U. Tallsin

//Tf(x,y,z)d\/

= // f(psin¢cosf, psin ¢psin b, pcos @) p* sin ¢ dp de db.
U

(8.6)

Siirryttaessé integroimaan pallokoordinaateissa f(x,y, z):n lausekkeeseen on
siis sijoitettava muunnokset (8.5) ja kerrottava pallokoordinaattikuvauksen
T(p,¢,0) = (psin¢cosb, psin ¢sinb, pcos ¢) Jacobin determinantin itseisar-
volla (eli tilavuuden muunnossuhteella)

v,y 2)
A(p, ¢, 0)

Pallokoordinaatteja kannattaa kokeilla tapauksissa, joissa integroimisjoukko
T on pallosymmetrinen tai funktiossa esiintyy lauseke x2 + y? + 22 = p°.

| Jr(p, ¢,0)| = ‘ = p?sin ¢.

Esimerkki 8.7. Laske // fdvV, missi f(z,y,2) =2 +y> + 2% ja
T

T={(r,y,2) eR®: 2* +y*+2°<2, 2<0, 2>0}.
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Ratkaisu. T on v/2-siteisen pallon neljinnes (piirrd kuval) ja f(z,y, 2) = p°.
Nyt

//dev: /;:/2/Ow/z/oﬂﬁp?siwdpdqsde
= (/;:/2 d9> (/OW/Qsin(bcw) (/Oﬁp4dp> L 4\/5%.

8.3 Sylinterikoordinaatit

z

r=+vz24+1y>>0
0<0<2r
z€eR

Xz

limaistaan joukon T' C R3 pisteet (x,y, z) sylinterikoordinaateissa (cylindrical
coordinates):

T =1rcosb
y =rsind (8.8)
z=2z

missé (r,6,z) € U. Télloin

//T fla,y,z)dV = //U f(rcosf,rsind, z)rdrdfdz. (8.9)

Siirryttaessd integroimaan sylinterikoordinaateissa f(x,y, z):n lausekkeeseen
on siis sijoitettava muunnokset (8.8) ja kerrottava sylinterikoordinaattiku-
vauksen T'(r, 0, z) = (rcos 6, rsin 6, z) Jacobin determinantin itseisarvolla (eli



MAT-20401 VEKTORIANALYYSI 102

tilavuuden muunnossuhteella)

ox,y,2)|
o(r,0,z)|

Sylinterikoordinaatteja kannattaa kokeilla tapauksissa, joissa integroimisjouk-

ko T on sylinterisymmetrinen tai funktiossa esiintyy lauseke x? + y? = r2.

|JT(T7 97 Z)' =

Esimerkki 8.10. Laske // fdV, missé f(z,y,2) = 2* + y? ja
T

T={(z,y,2) ER*: z,9,2>0, * +¢y* <1, 2<2—2°—4*}.

Ratkaisu. T on 1-séteisen sylinterin ensimmaéisessi koordinaattikahdeksan-
neksessa oleva osa, jota rajoittaa ylhdilts pinta 2z = 2 — 22 — 9% = 2 — r?
Piirré kuva! Lisiiksi f(x,vy,2) = 72, joten

//fdv /”/2/ /Mrrdzdrde
:/0 /0T3(2_7”2)d7“d0:..,:

9 Gaussin lause

Sk

Gaussin lause tasossa (lause 5.9) kertoo, miten tason vuo reunakiyrin yli voi-
daan laskea divergenssin tasointegraalina. Todistetaan vastaavanlainen tulos
vuolle avaruudessa: vuo reunapinnan lapi voidaan laskea divergenssin ava-
ruusintegraalina.

Lause 9.1 (Gaussin lause eli divergenssilause). Olkoon T C R? suljettu ja
rajoitettu joukko, jonka reuna S = OT on paloittain siled suunnistuva pinta
ja olkoon n pinnan S ulkoinen yksikkénormaali. Jos F: T — R3 on jatkuvasti

differentioituva, niin
// FendS = // VeFdV.
oT T

Korostettakoon, ettd Gaussin lause soveltuu vain suljetuille pinnoille
S = 0T, jotka rajoittavat sisddnsi rajoitetun joukon 7. Usein merkitdan

ﬁgF-malS7
S

mikd tarkoittaa pintaintegrointia yli suljetun pinnan poispéin pinnan rajoit-
tamasta joukosta.
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Todistus. Todistetaan Gaussin lause vain tapauksessa, jossa T' on sekd xy-,
xrz- ettd yz-projisoituva. Yleinen tapaus on verraten syvallinen.

Merkitdén F:n komponentteja F = (P, Q, R) = Pi+Qj+ Rk. Nyt viitteen
vasen puoli voidaan kirjoittaa

//Pi-ndS—i—/ Qj-ndS—l—//Rk-ndS
S S S
ja oikea puoli
//Vde—// —dV+// dV—l—// —dV

Viitteen todistamiseksi riittdé siis osoittaa, etta

//Pl-ndS // Cav, (9.2)
//Qj-nds // 9w a (9.3)
//Rk-ndS // v (9.4)

Aloitetaan yhtilon (9.4) oikeasta puolesta. Koska T' on zy-projisoituva, se
voidaan kirjoittaa muodossa

T={(z,y,2) €R*: (z,y) € D, zi(z,y) <z < 2(z,y)},

missi D C R? on T'n projektio xy-tasolle. Nyt

o= B (L )
//(/y)y a:y,z)> dz dy

— //D (R(x,y, 2o(z,y)) — R(x,y, 21(z,y))) dx dy.

Jatketaan kisittelemélld yhtalon (9.4) vasenta puolta. Koska T' on zy-proji-
soituva, niin sen reuna S koostuu pohjasta Sy, katosta S, ja mahdollisesti
pystysuorasta pinnasta S3 (vrt. sivun 98 kuvaan). Aina pintaa Ss ei ole, kuten
vaikkapa silloin, jos T" on pallo. Pinnalla S5 ulkoinen yksikkonormaali n on
xry-tason suuntainen, joten pinnalla S3 on ken = 0. Niinpa

//Rk-ndS:// Rk°nd5+// RkendS.
S S1 Sa
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Pinnan S, parametrisoinniksi voidaan ottaa ro(z,y) = (z,y, 20(2,v)), (x,y) €
D, jolle yhtiloiden (7.9) mukaan

dzy O
Ny(z,y) = (a—ij a—Z;, 1) :

Tamé osoittaa ylospdin, eli ulkoisen yksikkdnormaalin n suuntaan. Siten

// Rk°ndS://R(x,y,ZQ(x,y))k-Ngdxdy
Ss D

_ //D Rz, v, (x,y)) dz dy.

Pinnan S; parametrisoinniksi voidaan ottaa rq(z,y) = (z,v, 21(x,v)), (z,y) €
D, jolle yhtéloiden (7.9) mukaan

0z 0z
Nl(may) = (a_;> a_:;? 1) .

Taméi osoittaa ylospdin, eli vastakkaiseen suuntaan kuin ulkoinen yksikko-
normaali n. Siten laskussa kiytetddn normaalia —IN; ja saadaan

//sl RlkendS = //DR<x’y7zl(x7y))k°<_N1)dl’dy
= _//DR(J?,%A(J:,y))dxdy.

Olemme saaneet todistetuksi yhtilon (9.4). Yhtilot (9.2) ja (9.3) todistetaan
samaan tapaan yz- ja xz-projisoituvuutta hyédyntéen. O]

Esimerkki 9.5. Palataan esimerkkiin 7.33: laske kentin F(x,y,z) = xi +
yj + zk vuo ulospédin sylinterin

T={(z,y,2) eR*: 2> +9* <a® —h<z<h} (a,h>0)

reunapinnan S l&pi.
Ratkaisu. Kéytetddn nyt Gaussin lausetta. VeF =1+ 141 = 3, joten

//F-ndS:// v-dez:s/// dV = 3v(T) = 3-ma® - 2h = 6hma’.
S T T

Esimerkki 9.6. Laske kentéin F(z,y,2) = (z,y? 2) vuo ulospiin koordi-
naattitasojen ja tason 2z + 2y + z = 6 rajoittaman joukon 7" reunan 07T lapi.
Ratkaisu. Tason 2z + 2y + 2z = 6 ja koordinaattiakseleiden leikkauspisteiksi
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lasketaan (3,0,0), (0,3,0) ja (0,0,6) sekd ko. tason ja xy-tason leikkaussuo-
raksi y = 3 — z (vrt. esimerkkiin 8.4). Liséksi VeF =1+ 2y + 1 = 2 + 2y,
joten

3 3—x 6—2x—2y 63
// F-ndS:///V-FdV:/ / / (24 2y)dzdydx = —.
o T o Jo 0 2

Esimerkki 9.7. Laske kentéin F(r) = r’r vuo sylinteripinnan z? + y* = 4,
xry-tason ja tason z + z = 6 rajoittaman joukon 7' reunan S lapi sisiltd
ulospéin.

Ratkaisu. Kéytetdin Gaussin lausetta. Lasketaan ensin divergenssi tulo- ja
ketjusdantdjen avulla:

VeF =V er+1*Ver=2rVrer + 3’ = 2= or + 3% = 5y
r
=5(2% +y* + 2%),

silli rer = r2. Sylinterikoordinaateissa V « F = 5(r? 4 2?) ja joukkoa ylh&alta
rajoittavan tason yhtilé on z = 6 — r cos . Niinpé

2m 2 p6—rcosf
//F-ndS:// V-FdV:5/ / / (r* + 2*)r dz dr df
S T o Jo Jo
2 p2 /6—rcosf 1
:5/ // (r*z + ~rz*) drdo
o Jo /o 3

27 2 1
=5 / / (67"3 — 1t cosf + T2r — 3612 cos O + 613 cos® 6 — §r4 cos® 0) drde.
o Jo

Téssé kosinin parittomia potensseja sisaltdvien termien integraalit ovat nol-
lia, joten

27 2
//F-ndS:5/ /(6r3+72r—|—6r3cos29)drd9:---:180()7r.
s o Jo

Esimerkki 9.8. Laske kentan

(z,y,2)

’:132+y2+22

F(x,y,z2) =

vuo ulos ontosta pallosta

T={(z,y,2) eR®: 1 <2”+y*+ 2" <4}.
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Ratkaisu. 7:n reunapinta 0T = S; U S5 koostuu kahdesta osasta eli 1- ja
2-séteisista pallopinnoista S; ja Sp. Kéytetain Gaussin lausetta. F(r) = r/r,
joten

1 1 1 1
VeF=V-. <—r) =V <—> -r—i——V-r:—ﬁVr-r—i—%

r r r
1r 3 172 3 2
r

= ———er1 _—= —_——— = —

rZyr r rZ r r

Nablaussdidntojen sijaan voidaan kiyttda myos suoraan divergenssin méari-
telmaa:

0 0 0
VeF= = TR — + = -
0x /22 + Y2 + 22 Oy /a2 + Y2+ 22 0z /22 + Y2 + 22
2

NZES T

2
Joka tapauksessa pallokoordinaateissa divergenssi on V+F = — ja siten

//aTF-ndS:///TV-FdV:/02W/()W/12%p2sin¢dpd¢d9
21 ) (o) ([ ) 3

Gaussin lausetta voidaan joskus kiyttdd apuna myods ei-suljetun pinnan S
tapauksessa:

Esimerkki 9.9. Olkoon S pallopinnan puolikas
S={(z,y,2) eER®: 2> +y* + 2> =1, z > 0}.
Laske kentén F(z,y, 2) = (322 +yz,y —€*,32+2) vuo pinnan S lipi origosta

poispéin.
Ratkaisu. Merkitadn T:114 puolipalloa

T={(z,y,2) €R*: 2> +¢y*+ 2> <1, 2 >0}

Nyt T:n reuna koostuu pinnasta S sekd pohjakiekosta Sy. Lasketaan ensin
Gaussin lauseen avulla vuo koko reunan SUSy 14pi. V « F = 62+1+3 = 6x+4,
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joten

//SUSOF'ndSZ//TV'FdV:G///Txdvﬂ///TdV

2r  pw/2 pl
= 6/ / / psin ¢ cos 0p? sin ¢ dp dep df + 4v(T)
o Jo 0

27 7r/2 1 1 4 13
:6</ COSGdQ) / sin? ¢ d¢p (/ psdp)+4._. T
0 0 0 2 3

+3 3

Téssd [[[, xdV oltaisiin vaihtoehtoisesti voitu perustella suoraan nollaksi
laskematta integraalia, silld yz-tason suhteen x on pariton funktio ja 7" sym-
metrinen joukko. Pinnalla Sy on n = (0,0, —1) ja z =0, joten Fen = -2 ja

siten
// FendsS = —2// dS = —2a(Sy) = —2n.
So SO

Néin ollen kysytty vuo on

Johdetaan divergenssille fysikaalinen tulkinta.

Lause 9.10. Olkoon B, rg-keskinen r-sdteinen pallo ja n reunapinnan 0B,
ulkoinen yksikkonormaali. Jos F on jatkuvasti differentioituva, niin

r—0+ U(Br)

ﬁ///Brv-FdV (9.12)

on reaaliarvoisen funktion V e«F keskiarvo pallossa B,. Oletuksen mukaan
V+F on jatkuva, joten keskiarvo (9.12) ldhenee funktion arvoa V«F(ry),
kun r — 0-+. Viite seuraa nyt soveltamalla Gaussin lausetta lausekkeen
(9.12) integraaliin. O

Ve F(r) = lim — // Fends. (9.11)
OB,

Todistus. Luku

Olkoon yhtélossi (9.11) r > 0 pieni. Télloin

VeF(ry) =~ @ﬂ//@BTF-ndS.
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V +F(ry) kertoo siten paikallisen vuon

// FendS
OB,

tilavuusyksikkoéd kohden. Jos V «F(rg) > 0, niin vuo on positiivinen ja kentti
virtaa poispiin pisteestd ry. Talloin sanotaan, ettd pisteessd ro on [dhde
(source). Jos taas V+F(ry) < 0, niin vuo on negatiivinen ja kenttd virtaa
pisteeseen ro péin. Télloin sanotaan, ettd pisteessi ro on nielu (sink). Jos
V ¢F = 0 joukossa T, niin F on ldhteetin joukossa T'. Vuota

// FendS
oT

kutsutaan joukossa T olevien lahteiden antoisuudeksi.

Jos F ei ole differentioituva pisteessi ry (eli ro on Fin singulariteetti),
niin ldhteisyyttd ry:ssa ei voida tutkia laskemalla divergenssi. T&lloin tilan-
netta voidaan yrittda tarkastella laskemalla antoisuus pisteen rg sisidltavassi
joukossa T

Huomautus 9.13. Asettamamme divergenssin mééritelméssd (1.23) diver-
genssin laskemiseksi téytyy kiinnittda zyz-koordinaatisto. Yhtalo (9.11) an-
taa divergenssille koordinaatistoriippumattoman méaritelmén.

Esimerkki 9.14. Olkoon T' = [1,2]?, ts. kuutio, jonka vastakkaisina kiirki-
pisteind ovat (1,1,1) ja (2,2,2). Lasketaan virtauskentéin F vuo 7T:n reunan
l&pi joukosta T poispéin.

a) Kentille F =zi+ yj+ zk on V+F = 3, joten

//GTF-ndS:///;V.FdV:%(T) _3

VeF > 0T:ssa, joten F:1l& on T":ssd lahteitd, ja virtausta tulee ulos enemmaén
kuin menee sisdin. Vuo on positiivinen.
b) Kentélle F = yi —zj on V+F = 0, joten

// F-ndS:// V+FdV = 0.
oT T

Kenttd on lahteeton, joten virtausta menee sisiddn yhta paljon kuin sita tulee
ulos. Vuo on nolla.

Oheisissa kuvissa ovat em. kentdt zy-tasossa. Laskemamme vuon etu-
merkki vastaa geometrista intuitiota.
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Tamén luvun esimerkeissd Gaussin lausetta on kiytetty teknisené apukeino-
na vuon laskemiseksi. Gaussin lauseen térkein merkitys on kuitenkin toimia
teoreettisena tyokaluna monissa fysiikan ja tekniikan sovelluksissa, joista esi-
merkkejéd seuraavassa ja luvussa 11.

Esimerkki 9.15. Olkoon joukon 7' C R? reuna S paloittain silei suunnis-
tuva pinta (0 € S). Laske keskeisvoimakentin
r

=
vuo reunan S lépi joukosta T poispéin.
Ratkaisu. Merkitddn n:lld pinnan S sitd yksikkonormaalia, joka osoittaa
T'sté poispiin. Erotellaan tapaukset 0 ¢ T ja 0 € T.
a) 0 ¢ T. Voidaan soveltaa Gaussin lausetta ja saadaan

//SF-ndS:///TV-Fdeo,

silld V«F = 0 (ks. esimerkki 1.34).

b) 0 € T. Nyt Gaussin lausetta ei voida kiyttda suoraan, silli F ei ole jat-
kuvasti differentioituva joukossa T". Olkoon B, C T origokeskinen pallo ja ng
sen reunapinnan Sy origosta poispdin osoittava yksikkonormaali. Sovelletaan
Gaussin lausetta joukkoon T\ By, jonka reuna koostuu pallon pinnasta S
ja pinnasta S:
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0:/// VeFdV = // —ny dS—I—//F-ndS.
T\Bo So S
//F-ndS:// FengdS,
S So

joten kysytty vuo on yhtasuuri kuin vuo pallon By reunapinnan lapi, joka on
helppo laskea: reunalla Sy on

Niinpa

r r rer 1
F.noz—o—: = —
ror ri r2’

// -ndS——// dS——47TT’ = 4.
S So

Esimerkki 9.16. Olkoot T ja S kuten esimerkissi 9.15.
r

a) Gravitaatiokentélle F = —GMm— on
r

jos 0 & T,
FendS = i
47TGMm jos 0 eT.

Kentélld F on siten origossa nielu, muualla kenttd on ldhteeton.

joten

b) Pistevarauksen g sihkokentélle E = on

Teo T3
0, josO0¢&T,
//SE-ndS: g, jos0eT.
€0
Kentédlla E on siten origossa nielu, jos ¢ < 0 ja ldhde, jos ¢ > 0. Muualla
kenttd on ldhteeton.
10 Stokesin lause

Tulkitaan Greenin lauseen (lause 5.3) funktio R*:n vektorikentéksi
F(z,y,2) = (P(z,y),Q(x,y),0). Tillsin

i j k
o o o| (oQ op
F=|— — —|=(—-—1]k
Ve E= B s <8x ay) ’
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joten

oQ 0P
F)ek=—"— —.
(VxF) or Oy

xy-tason kentille F Greenin lause voidaan siten kirjoittaa muodossa

§l§ F-dr:/ (V xF)kdzdy. (10.1)
R R

Tulkitaan R C R? R3:n zy-tasolla olevaksi pinnaksi. Kiytetdin pinnalle R
luonnollista parametrisointia r(x,y) = (x,y,0), (x,y) € R, jolle |N(z,y)| =

1 ja n = k. Saadaan
§£ F-dr:/ (V xF)endS.
OR R

Tulos yleistyy R®:n vektorikentille F ja pinnoille S:

Lause 10.2 (Stokesin lause). Olkoon S paloittain siled suunnistuva pinta,
jonka yksikkénormaali on n, ja olkoon 0S pinnan S:n positiivisesti suunnis-
tettu reunakdyrd. Jos ¥ on jatkuvasti differentioituva pinnalla S, niin

§ésF-dr _ /S(v « F)nds. (10.3)

Téssa merkinnalla %S korostetaan kdyriintegroinnin tapahtuvan yli suljetun
reunakiyran positiiviseen kiertosuuntaan.

Todistus. Todistetaan Stokesin lause vain tapauksessa, jossa S on funktion
z = z(z,y) kuvaaja. Otetaan pinnan positiiviseksi puoleksi pinnan ylépuoli,
jolloin S:lle voidaan kiyttaa parametrisointia s(z,y) = (z,y, 2(x,y)), (z,y) €
D C R2. Oletetaan lisiksi, ettd Dm reuna on siled ja ettd z:lla on jatkuvat
toisen kertaluvun osittaisderivaatat. Merkitddn F = (P,Q, R). Aloitetaan
yhtélon (10.3) oikeasta puolesta. Koska

0z 0z
N=(-2=, -2 1
( ax’ ay’ )7

niin (katso roottorin komponentit yht&lostd (1.29))

//VxF-ndS // (V x F)eNdzxdy (10.4)
//{ (8_5_@)83: (Z_]:_g_f)af(%—g—];)] da dy,
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misséd kaikki osittaisderivaatat lasketaan pisteessé (x,y, z(z,y)).

Jatketaan kisittelemalld yhtdlon (10.3) vasenta puolta. Olkoon ry(t) =
(x(t),y(t)), a < t < b, reunan 0D positiiviseen suuntaan suunnistettu si-
led parametrisointi. Talloin reunan 0S positiiviseen suuntaan suunnistetuksi
sileiksi parametrisoinniksi voidaan ottaa

r(t) = (z(t), y(t), 2(z(),y(t))), a<t<b.
Soveltamalla ketjusddntod viimeiseen komponenttiin saadaa

dr dy Ozdx 0Ozdy
/ . o g T i
rlt) = (dt’ dt’ oz di 8ydt)

b
75 F-dr:/ (P, Q. R)+¥'(t) dt (10.5)
o) a

0z dx 82 dy
_+Q <8x dt ' dy dt>

b 0z dx Y
-/ [ Ra)dt (0 5) )
M. 2.69 0z

= / (P—l—Ra)dx—l—/ (Q—l—Ra)dy
Green 0z
P
//(9y< + R— )da:dy—i—//ax( )da:dy
// _a_P_a_P%_ oRr 0ROz %_Rﬁ
0z Oy dy 0z 0y) Ox Jy Ox
0Q 0Q 0z OR OROz\ 0z 0%z
+3x+828x+(%+5%)8_y+}%8x3y

dt

] dx dy.

Tassa integraalissa tdytyy muistaa, ettd P, ) ja R lasketaan pisteessa
(x,y,z(x,y)) ja siten esimerkiksi funktion h(z,y) = P(x,y, z(x,y)) osittais-
derivaataksi z:n suhteen saadaan ketjusadnnolla

Ooh OPOx 0OPJy OPO0z OP OPO0z

Ox 8x8x+8y8x+828x %—i_%@_x

Viite seuraa nyt integraaleja (10.4) ja (10.5) vertaamalla. O

%F-dr,
c

Esimerkki 10.6. Laske
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kun F(z,y,2) = (=42, 2,2) ja C on sylinterin 2% + y* = 1 ja tason 2z + 2y +
z = 3 leikkauskayra siten, ettd kierretdan z-akseli positiiviseen suuntaan (eli
ylhaaltd katsoen vastapdivién).

Ratkaisu. Kéytetdin Stokesin lausetta ja siirrytddn integroimaan yli pinnan
S={(z,y,2) eR®: z2=3—-22—2y, 22+ y*> < 1}.

0z 0z )
Nyt N(z,y) = <_%’_8_y’1) =(2,2,1) ja

i j k
VXF: g 2 g :(_1;_1a2y)7
oxr Oy 0z
-2z oz
joten (V x F)«IN = 2y — 4, ja siten

515]? dr—/ (VX F)endS = // (V x F)eNdzxdy
{(z,y): z24+y2<1}

27 27
—2/ /rsm@rdrd& 4/ /rdrdQ—O 4 = —4m

Esimerkissd 10.6 kysytyn kiyrdintegraalin laskeminen suoraan kdyttaméttd
Stokesin lausetta olisi hankalaa. Seuraava esimerkki voitaisiin laskea suoraan-
kin. Kokeile!

Esimerkki 10.7. Laske

//S(V x F)endS,

missi F(z,y,2) = (22,z,y%), S on xy-tason yldpuolella oleva paraboloidin
2z =4 — 22 — y? osa ja pinnan positiivisena puolena on pinnan ylipuoli.
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Ratkaisu. Kéytetddn Stokesin lausetta ja siirrytddn integroimaan yli S:n
reunakéyrin, jolla on positiivisena parametrisointina

r(t) = (2cost,2sint,0), 0<t<2r.

//S(v xF)-ndS:ygSF-dr

2m
= / (0,2cost,4sin*t)« (—2sint,2cost,0) dt
0

Siten

27
= 4/ cos? tdt = 4r.
0

Esimerkki 10.8. Olkoon F(z,vy, 2) = yze™i+ zz(1 + e™)j + e*k. Laske

//S(V X F)endsS,

kun S on pallopinnan puolikas
S={(z,y,2) ER’: 2®+y*+ (2 +3)> =4, 2 < -3}

ja pinnan positiivisena puolena on sen alapuoli.
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Ratkaisu. Kaytetddn Stokesin lausetta kahdesti:

/S(V X F)-ndS—ygSF-dr—//D(V x F)ends,

missd D = {(z,y,2) € R* : 22 +y* < 4, z = =3} on kiekko, jolla on
S:n kanssa sama reunakéyrd. (Tassi alkuperiisen pintaintegraalin ja kay-
riintegraalin laskeminen suoraan on hyvin hankalaa. Kokeile!) Pinnalla D
onn=—kja(VxF)k=2z= -3, joten

//D(v X F)endS = 3//17 dS = 3a(D) = 372° = 12r.

Seuraava Stokesin lauseen seuraus antaa roottorille fysikaalisen tulkinnan.

Lause 10.9. Olkoon S, ro-keskinen r-siteinen kiekko R3:ssa, joka on koh-
tisuorassa yksikkdvektoria n vastaan ja olkoon C,. kiekon S, (n:n suhteen)
positiivisesti suunnistettu reunakdyrd. Jos ¥ on jatkuvasti differentioituva,
nmn

) 1
(V x F(rg))sn = lim m?iF-dr.

r—0+ @

n

Todistus. Luku
(VxF)endS (10.10)

on reaaliarvoisen funktion (V X F +n keskiarvo kiekossa 5,. Oletuksen mu-
kaan (V x F)e+n on jatkuva, Joten keskiarvo (10.10) ldhenee funktion arvoa
(V xF(rg))*n, kun r — 04. Viite seuraa nyt soveltamalla Stokesin lausetta
lausekkeen (10.10) integraaliin. O

Tulkitaan F virtauskentiksi (m/s), jolloin Stokesin lauseen kiyrdintegraali
on kierto (m?/s) kiiyrin C, ympiéri (ks. yhtdlé (5.1)). Jos 7 > 0 on pieni, niin

1
(VX F(rg))sn ~ m;éTF-dr,



MAT-20401 VEKTORIANALYYSI 116

eli (V x F(rg))+n antaa kierron pisteessd ro vektoria n vastaan kohtisuo-
rassa suunnassa pinta-alayksikkod kohden (1/s). Koska tdmé pistetulo on
vektorin (V x F(rg) skalaariprojektio vektorille n (vrt. sivun 42 kuva), niin
kierto on suurimmillaan, kun (V x F(ry)) ja n ovat samansuuntaiset. Fysi-
kaalisesti V x F(rp) antaa suunnan, johon virtauskenttdén F pisteeseen r
asetettavan pienen siipirattaan akseli olisi suunnattava, jotta ratas pyorisi
mahdollisimman nopeasti. Téssé suunnassa ||V X F(rg)|| = (V x F(rg)) *n,
eli roottorin pituus antaa kierron pinta-alayksikkod kohden. Roottori siis il-
moittaa sen suunnan n, jonka ympéri kierto on suurimmillaan ja roottorin
pituus kertoo pyorteisyyden voimakkuudesta. Sanotaan, ettd jos V X F =0
joukossa T', niin F on pyérteetin (irrotational) joukossa T. Oheisessa kuvassa
havainnollistetaan virtaavan aineen pienen palasen liikettd pyorteettomaéssé
ja pyorteellisessd virtauskentassa.

Esimerkistd 1.42 muistetaan, etti tasaisen ympyréaliikkeen nopeuskentin F
kulmanopeus on

1
=-VxF
YT 3
ja siten kulmanopeuden suuruus
1
w:§HV><FH (1/s).

Esimerkki 10.11. Tarkastellaan esimerkin 9.14 virtauskenttii. Lasketaan
kentdn F kierto xy-tasossa olevan pinnan

S={(r,y,2) eR®*: 1 <2,y<2, z=0}

(kuvissa katkoviivalla) reunakiyrin ympéri vastapaiviin.
a) Kentélle F = zi+ yj+ zk on V x F = 0, joten

éSF-dr://S(V x F)endS = 0.
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Kenttd on pydrteeton, joten kierto reunakiyrin ympéri on nolla.
b) Kentélle F = yi—zj on VXF = =2k, joten (VxF)en = (VxF)k = -2

ja siten
51{ Fedr = //(V X F)endS = —2a(5) = —2.
as 5

Téssd (V x F)en < 0, joten reunakiyran ympéri on kiertoa myGtapaividn.
Esimerkin 9.14 kuvista havaitaan, ettd laskemamme kierron etumerkki
vastaa geometrista intuitiota.

Huomautus 10.12. Stokesin lause (10.3) voidaan tulkita seuraavasti: oi-
kealla puolella summataan pintaa S vastaan kohtisuoraa kiertoa pinta-ala-
yksikkod kohden eli funktiota (V x F)en yli pinnan S. Tuloksena (yht&lon
vasen puoli) saadaan kierto reunakdyrén ympéri.

Esimerkki 10.13. Olkoon

yi — ]
F(z,y,2) = PO

ja olkoon S zy-tasossa oleva (Stokesin lauseen oletukset toteuttava) pinta,
ylapuoli positiivisena puolena. Osoita, etté

yg Fedr — 0, %OSO%S,
a8 —2m, jos 0 € S.
Ratkaisu. Jos 0 ¢ S, niin voidaan kiyttdd Stokesin lausetta:

0 —x 0 Yy
vxE= <% <$2+y2) _@_y(x2+92>)k_0’

éSF-dr://S(V x F)endS = 0.

Jos 0 € S, niin Stokesin lausetta ei voida kiyttdd suoraan. Olkoon Sy, C
S origokeskinen R-séteinen zy-tason kiekko. Sovelletaan Stokesin lausetta
pintaan S\ Sp:

0:// (VxF)-ndS:§£ F-dr+y§ Fe.dr.
S\So as 850
y{F-dr:—% F-dr,
s 850

joten

Niinp#
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joten kysytty kierto palautuu kierron laskemiseksi kiekon Sy reunakéyran ym-
pari: 0Sy:n eréis positiivinen parametrisointi on r(¢) = (Rcost,—Rsint,0),
0 <t < 2m, joten

2m 1

yg F-dr:/ —(—Rsint, —Rcost,0)«(—Rsint,—Rcost,0) dt
R2

9So 0

2
= / (sin®t + cos®t) dt = 2m.
0

Ohessa on kuva kentéstd xy-tasossa. Geometrisesti on helppo uskoa, ettd jos
0 € S, niin syntyy kiertoa myd&tdpéivaan. Miksi tapauksessa 0 ¢ S kierto
on nyt nolla, vaikka esimerkissd 10.11 samantapaisella kentélld F(z,y, z) =
yi — xj oli kiertoa myotapéivaidn?

Hahmotellaan lopuksi luvussa 3.2 esitetyn lauseen 3.16 (s. 55) todistus. Lauseen
mukaan tdhtiméisessd alueessa vektorikenttd on konservatiivinen jos ja vain
jos se on pyorteeton.

Lauseen 3.16 perustelu. =" On olemassa potentiaalifunktio f, jolle F =
V f. Lauseen 1.40 mukaan silloin V X F =V x Vf = 0.
7« Kiinnitetddn A ja B € D ja niitd D:ssd yhdistavit kdyriat C ja Cy. On

osoitettava, etti
/ Fedr = / F «dr.
Cl CQ

Oletetaan yksinkertaisuuden vuoksi, ettd kiyrit C ja C leikkaavat toisensa
vain péadtepisteissi A ja B. Koska D on tdhtiméinen alue, niin kdyrd C' =
C1 U (—C3) on reunakiyri erddlle paloittain siledlle pinnalle S € D. Nyt
Stokesin lauseen mukaan

/ F-dr—/ F-dr:¢F-dr://(VxF)-ndS:0. O
C1 Ca C S
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11 Sovelluksia

Tutustutaan muutamaan sovellukseen, joissa kiytetdadn télld opintojaksolla
esiteltyjd matemaattisia tyokaluja.

11.1 Kenttaviivat

Vektorikenttdd voidaan luvun 1.1 vektorikuvien lisdksi havainnollistaa piir-
tamalla kdyrd r(t), jonka tangenttivektori yhtyy jokaisessa kdyrén pisteessi
kenttddn F = (P, Q, R), ts.

r'(t) = F(r(t)).

On siis ratkaistava differentiaaliyhtaléryhma

y'(t) = Qxr(t))
2 R

alkuehdolla r(0) = ry. Ratkaisu r(¢) antaa kenttdviivan C. Sovelluskohteesta
riippuen kiytetdan my6s nimityksia voimaviiva ja virtausviiva (field line, flux
line, force line, streamline). Fysikaalisesti kenttéviiva on kdyrd, jota pitkin
virtauskentédn F hiukkanen liikkuu, jos se hetkelld t = 0 on pisteesséi ry.

Esimerkki 11.1. Selivtd kentédn F(z,y) = (1,sinz) kenttéviivat ja piirrd
kuva kentésta ja kenttaviivoista.
Ratkaisu. Hetaan kiyrd r(t) = (x(¢),y(t)), jolle

dx ] ) dy
_ = a —_
dt e
Ratkaisemalla kummastakin yhtélosta dt saadaan
dy

sinz’

=sinzx.

dz =

Separoidaan ja integroidaan:

/ dy = / sinz dx
y=—cosx+ C
Téllainen menettely voidaan osoittaa téssid yhteydessd luvalliseksi (vertaa

tavallisen differentiaaliyhtdlon ratkaisemiseen separoimalla). Esimerkiksi pis-
teen (0,0) kautta kulkeva kenttéviiva: y(0) = —cos0+ C' = —1 + C, josta
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C = 1. Saadaan kenttéviiva y = — cosz+ 1. Lasketaan vastaavalla tavoin pis-
teiden (0, 1) ja (0, —1) kautta kulkevat kenttéviivat ja piirretddn ne samaan
kuvaan kentdn F kanssa. Kuvasta nahd&an, miten kenttaviivat kulkevat kus-
sakin pisteessi kenttdnuolen osoittamaan suuntaan.

Esimerkki 11.2. Laske gravitaatiokentin

r ri+yj+ zk
F(r) = —GMmﬁ = —GMm(gC2 1 )

kenttéviivat.
Ratkaisu. Haetaan kiyra r(t) = (z(¢),y(t), 2(t)), jolle

dx x
—=-GM
dt ECENEEERE
dy y
— =-GM
dt m(xz F 2+ 22)32
dz z
—=-GM
dt ECEREEERE
Ratkaisemalla jokaisesta yhtdlosta dt saadaan
dr dy dz
r oy oz

Integroimalla saadaan
Injz|+Cy =Inly| +Cy =In|z|+ Cs
ja edelleen eksponentioimalla

ax = by = cz, (11.3)
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missi a = e, b = £ ja ¢ = +e. Kaavan (11.3) molemmat yhti-
16t kuvaavat origon kautta kulkevaa tasoa. Kenttaviivat ovat ndiden tasojen
leikkauksia eli origon kautta kulkevia suoria. Esimerkin 1.10 perusteella tulos
on odotusten mukainen.

Virtausfunktio

Tarkastellaan xy-tason pyorteetonti virtauskenttdd F = (P, Q). Haetaan ska-
laarifunktiota W, jonka tasa-arvokiyrit W = c ovat kentin F kenttaviivoja.
Koska VW on kohtisuorassa tasa-arvokdyria vastaan, niin

U Ov
FLVU & F.VUI=0 <« (P,Q)-(a a)

dx’ By
Néin kay esimerkiksi, jos

ov ov
P=— Q=——: 11.4
oy Ja ox ( )

Yhtalot (11.4) toteuttavaa funktiota ¥ kutsutaan virtausfunktioksi (stream
function). Jos virtausfunktio on olemassa, niin pyorteettomyysehto tulee muo-
toon

oQ orP

F=0 — ——=0
V X & 9r oy

PV P

w—Fa—yZ—O.

U toteuttaa siten Laplacen yhtdlon V2W = 0. Yhtilsistd (11.4) huomataan,
ettd virtaus F on sitd voimakkaampi, mitd suurempi on gradientti VW, ts.
mita tiheAmmaissa kenttéviivat ¥ = ¢ ovat (kun ¢:n arvot valitaan tasavélein).

Esimerkki 11.5. Tarkastellaan zy-tason tasaista virtauskenttdd F = ki,
k > 0. Asetetaan origoon a-siteinen este x? + y? = a?. Lasketaan uusi vir-
tauskenttd F virtausfunktion avulla. Ratkaistaan Laplacen yhtils V2W¥ = 0
reunaechdoilla

o U = ( z-akselilla ja
o U = ( ympyralld 22 + y* = a°.

Ratkaisuna saadaan (osittaisdifferentiaaliyhtéldiden ratkaisemista ei kisitella

talld opintojaksolla)
a2
v =ky(1l-— .
($7 y) y ( :U2 + y2)
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Nyt

ov, ov ka?

i = ki — (v = 2Di— 2zui).

9y o =Mt ey ((° = 2*)i — 2zyj)

Oheiseen kuvaan on piirretty (parametrien arvoilla £ = 1 ja a = 1) ¥:n
tasa-arvokayriat ¥ = —1.5, —1.0,...,1.5 ja kentdn F vektoreita. Huomataan:

F—

e Kaukana origosta (|z| tai |y| suuri) kenttd on likimain alkuperiinen
kentté Ki.

e Virtaus voimistuu (eli kenttaviivat ovat tiheAmmissi) esteen ylé- ja ala-
puolella 1dhelld estetta.

e Pisteissd (—1,0) ja (1,0) on F = 0.

11.2 Jatkuvuusyhtalo

Olkoon v = v(x,y, z,t) virtausnopeus (m/s) ja p = p(x,y, z,t) virtaavan ai-
neen tiheys (kg/m?) pisteessi (z,y, z) (m) ajanhetkelld ¢ (s). Olkoon T' C R3,
S sen paloittain siled suunnistuva reunapinta ja n ulkoinen yksikkénormaali.

" [



MAT-20401 VEKTORIANALYYSI 123

on joukossa T' olevan virtaavan aineen massa, joten

%///Tpdv (11.6)

on massan muutosnopeuden joukossa 7' (kg/s). Toisaalta pv on massan vir-
tausnopeus (kg/m?s), joten

//Spv-(—n)dS:—//Spv-ndS (11.7)

on massan vuo joukon 7 sisélle (kg/s). Massa ei katoa, joten (11.6) ja (11.7)
ovat yhtéasuuret. Fysiikassa massansdilymislaki voidaankin formuloida seu-

raavasti: 5
—///pdV:—//pv-ndS. (11.8)
ot )] g

Sovelletaan nyt Gaussin lausetta massansailymislain oikeaan puoleen ja kay-
tetddn hyviksi tietoa, ettd yhtdlon vasemmalla puolella derivoinnin ja in-
tegroinnin jarjestyksen voi tietyin oletuksin vaihtaa. Saadaan

M%dvz_//TV°(pv)dv
///T<V-(pv)+%) TV — 0.

Koska tdma pétee kaikilla joukoilla 7', niin integroitavan funktion taytyy olla
nollafunktio, ts.

op
ot
Yhtalod (11.9) kutsutaan jatkuvuusyhtdloksi, joka on yhtépitdva massansii-
lymislain (11.8) kanssa. Sovelluksissa lokaali versio (11.9) voi olla helpommin
kéisiteltdvad kuin intuitiivisesti ymmérrettdvampi integraalimuoto (11.8).

Ve(pv)+ 0. (11.9)

11.3 Maxwellin yhtaloista

Esimerkissa 1.43 késiteltiin Maxwellin yhtal6ita tyhjiossa. Viliaineessa Max-
wellin yhtdlot hieman mutkistuvat. Jos sdhkokentén voimakkuus on E (V/m)
ja magneettikentin voimakkuus H (A/m), niin

(a) V.E="2 (b) VeH =0

€
oH OE
(C)VXE——IME (d)VxH—oE—l—eE
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missd p on viliaineen permeabiliteetti (Vs/Am), e véliaineen permittiivisyys
(As/Vm), p varaustiheys (C/m?) ja o viliaineen sdhkonjohtavuus (1/Qm
= A/Vm). Voidaan vield merkiti J = oE (virrantiheys, A/m?), D = ¢E
(sihkovuon tiheys, C/m?) ja B = yH (magneettivuon tiheys, Vs/m?=T).

Integroimalla Maxwellin yhtéilot saadaan muotoihin, jotka ovat toisinaan
kiyttokelpoisempia kuin em. differentiaaliyhtélot:

Esimerkki 11.10. Staattisessa (ajasta riippumattomassa) siéhkomagneetti-
sessa kentéssd yhtdlo (d) tulee muotoon

VxH=0E=1J. (11.11)

Tarkastellaan (kuvitteellisen) pinnan S lipi menevii johdinta, jossa kulkee
vakiovirta I. Lasketaan yhtdlén (11.11) molempien puolien vuo pinnan S

o //S(VXH)-ndS://SJ-ndS.

Sovelletaan vasempaan puoleen Stokesin lausetta. Oikean puolen integraali
on pinnan S lipi menevi virta I. Saadaan Amperen laki

Hedr =1,
jonka mukaan pinnan lapi meneva virta on yhtasuuri kuin magneettikentan

kierto reunakdyrdn ympéari.

Esimerkki 11.12. Muokataan yhtélo (a) muotoon Ve (eE) = p, ts. VD =
p ja integroidaan joukon 7' C R3 yli:

//TV°DdV:///TpdV.

Sovelletaan vasempaan puoleen Gaussin lausetta. Oikean puolen integraali
antaa joukossa 1" olevan kokonaisvarauksen @) (C). Saadaan

/ DendS=0.
or

Toisin sanoen kokonaisvaraus joukossa 7" on yhtésuuri kuin reunan 07" lapéi-
sevé sihkovuo.
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11.4 Vektorimuotoinen Gaussin lause

Maaritellaan vektorikentélle G = (g1, g2, g3) integraalit

//GdS (//gldS //des //ggdS) ja
//TGdV: (///Tgldv, ///ngdV, ///ngdv).

Toisin sanoen vektorikenttd integroidaan koordinaateittain.

Lause 11.13 (Gaussin lauseen vektorimuoto). Olkoon joukon T C R? reuna
paloittain siled pinta S, n sen ulkoinen yksikkénormaali ja f joukossa T
mddritelty jatkuvasti differentioituva skalaarifunktio. Tdlloin

//fndS:// Vfav.

Todistus. Olkoon a = (ay, as, ag) vakiovektori. Todetaan ensin, ettd

// GdV—al///gldV+a2///gng—i—ag///Tgst
:///Talgldv+///Tazgde+///T“393dV
:///T(algl+a292+&393)dv
:///Ta°GdV. (11.14)

Vastaavalla tavoin ndhdaan, etti

a-//SGdS://Sa-GdS. (11.15)

Liséksi tulosdinnon nojalla
Ve(fa)=Vfea+ fVea=a-VY.

Sovelletaan nyt Gaussin lausetta 9.1 vektorikentille F = fa, kiytetdin kaa-
vaa (11.14) kentélle G = V f ja kaavaa (11.15) kentélle G = fn:

//fa ‘ndS = // Ve(fa)d
& //Sa-(fn)dS://Ta-Vde
& ao//sfndS:a-//TVde

Viite seuraa nyt asettamalla a:ksi vuorotellen i, j ja k. O]
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Esimerkki 11.16. Arkhimedeen laki. Olkoon S nesteeseen upotetun kap-
paleen T' paloittain siled pinta. Olkoon nesteelld vakiotiheys p ja olkoon —z
etdisyys nesteen pinnasta tarkastelupisteeseen (nesteen pinnalla z = 0, nes-
teessd z < 0). Talloin syvyydella z neste kohdistaa pinta-alkioon dS paineen
p = —pgz (N/m?, g = putoamiskiihtyvyys). Nesteen paine kohdistaa pinta-
alkioon dS voiman —pn dS (N), joten koko kappaleeseen kohdistuu nostevoi-

ma
F:pg//zndS k- 112 pg// Vde:pgk/// av
s T T

= pgu(T)k = WKk,

eli nostevoima suuntautuu ylospéin ja on suuruudeltaan kappaleen syrjayt-
tdman nestemadran painoinen.

12 Kertaus

Opintojakson osaamistavoitteena on tiivistetysti sanottuna oppia kdyttdméaan
kiyré- ja pintaintegraalien midritelmid ja Gaussin ja Stokesin lausetta. Tér-
keimmét kerrattavat asiat ovat siis:

e Gradientin, divergenssin ja roottorin laskeminen sekd koordinaattien x,
y ja z avulla médritellyille kentille f(x,y, z) ja F(x,y, z) ettd pallosym-
metrisille kentille f(r) ja F(r) (luku 1).

e Kiyriintegraali reaaliarvoiselle funktiolle (luku 2.6):
b
[ ras= [ sl
C a

e Kiyriintegraali vektorikentélle (luku 2.8):

/CF-dr: /abF(r(t))-r’(t) dt.

e Kentén F potentiaalifunktio f ja kiyrdintegraalien peruslause (luvut 3.1
ja 3.2):

[ Fedr= g5 - ),

A

e Erilaisten pintojen parametrisoinnit (luku 7.3).
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e Pintaintegraali reaaliarvoiselle funktiolle (luku 7.4):

//Sfds - //Rﬂr(u,v))HN(u,v)H du dv.

e Pintaintegraali vektorikentélle eli vuo (luku 7.7):

//SF-ndS://RF(r(u,v)).N(ujv)dudv.

e Gaussin lause (luku 9):

//BTF-ndS://TV'FdV.

e Stokesin lause (luku 10):

ygSF-dr://S(V x F)endS.



MAT-20401 VEKTORIANALYYSI 128

Lahteita ja kirjallisuutta

[

2]

3]

4]

[5]

(6]
7l

8]

9]

[10]
[11]

[12]

[13]

[14]

R. Adams: Calculus, a Complete Course (4th ed.). Addison Wesley Long-
man Ltd., 1999.

H. Anton, I. Bivens, S. Davis: Calculus, Farly Transcendentals (7th ed. ).
John Wiley & Sons, Inc., 2002.

A. Croft, R. Davison, M. Hargreaves: Engineering Mathematics (3rd
ed.). Pearson Education Limited, 2001.

C. Edwards, D. Penney: Calculus, Early Transcendentals, Matrix Ver-
sion (6th ed.). Prentice-Hall Inc., 2002.

G. Etgen: Salas and Hille’s Calculus: One and Several Variables (8th
ed.). John Wiley & Sons, Inc., 1999.

S. Grossman: Calculus (5th ed.). Harcourt Brace & Company, 1992.

G. James: Advanced Modern Engineering Mathematics (3rd ed.). Pear-
son Education Limited, 2004.

A. Jeffrey: Advanced Engineering Mathematics. Hartcourt/Academic
Press, 2002.

R. Larson, R. Hostetler, B. Edwards: Calculus with Analytic Geometry
(8th ed.). Houghton Mifflin Company, 2006.

A. Perttula: Vektorianalyysi. Opintomoniste, Lectre, 2005.

V. Purmonen: Differentiaali- ja integraalilaskentaa, I osa. Luentomonis-
te 45, Jyviskylan yliopisto, Matematiikan laitos, 2000.

V. Purmonen: Differentiaali- ja integraalilaskentaa usean reaalimuuttu-
jan funktioille, I osa. Luentomoniste 48, Jyviaskylan yliopisto, Matema-
tiikan laitos, 2005.

J. Stewart: Calculus, Early transcendentals, Metric international version
(6th ed.). Thomson Brooks/Cole, 2008.

G. Thomas, M. Weir, J. Hass, F. Giordano: Thomas’ Calculus (11th
ed.). Pearson Education, Inc., 2005.



Hakemisto

aaltoyhtilo, 18 jatkuvuus, 22
alkupiste, 23 jatkuvuusyhtilo, 123
alue, 50 )

Ampeéren laki, 124 kartio, 76

antoisuus, 108 kauttakulkupiste, 25

Arkhimedeen laki, 126 kentdn voimakkuus, 6

Arkhimedeen spiraali, 36 kenttaviiva, 119
avaruusintegraali, 97 keskeisvoimakentta, 8

avaruuskiyrs, 23 kierto, 70
kiihtyvyys, 28

derivaatta, kiiyrdn, 27 komponenttifunktio, 6, 22
derivaattavektori, 27 konservatiivinen vektorikenttd, 51, 57
derivoituvuus (kiyrdn), 27 koordinaattifunktio, 6, 22
differentioituvuus, 9 koordinaattimurtoviiva, 46
diffuusioyhtalo, 18 kéyra, 23
divergenssi, 14 parametrisointi, 23
divergenssilause, 102 pituus, 35

o kdyrédintegraali
ellipsi, 26 peruslause, 50
elliptinen sylinteri, 77 skalaarifunktion, 37, 48

tiestd riippumaton, 51

Gaussin lause, 102 )
vektorikentan, 43, 48

vektorimuoto, 125
Gaussin lause tasossa, 75

dientti. 11 Laplacen lauseke, 17
gradientti,

Laplacen operaattori, 17

gravitaatiokenttd, 9 Laplacen yhtils, 17, 121
kentta\'nlvz'it, 12Q loppupiste, 23
potentiaalienergia, 57 ldhde. 108
Vo, 110 lampdoyhtéls, 18

Greenin lause, 70

. . massa

harmoninen funktio, 17 kiyrin, 37, 40

hitausmomentti, 40 pinnan7 877 89
pinnan, 89 pists

massakeskipiste, 40

pinnan, 89
massansdilymislaki, 123
Maxwellin yhtalot, 21, 123
jako, 58 Mobiuksen nauha, 92
jatkuva differentioituvuus, 9

integraali, 59, 61
integroituvuus, 59, 61

129



MAT-20401 VEKTORIANALYYSI

130

napakoordinaatit, 67
nielu, 108
nollajatko, 61
nollavektori, 5
nopeus, 28
normaalivektori
pinnan, 81

osittaisderivaatta, 9
osittaisderivaattavektori, 80

pallo, 77
pallokoordinaatit, 85, 100
pallopinta, 76, 85
paraboloidi, 76
paraboloidinen sylinteri, 77
parametrisointi, 23

pinnan, 79
Peanon kiyra, 30, 80
pinta, 79

pinta-ala, 83

suljettu, 91

suunnistuva, 91

suurennussuhde, 83
pinta-ala, 83
pintaintegraali

skalaarifunktion, 87

vektorikentédn, 94
pituus

vektorin, 5
pituus (kdyréin), 35
polkuintegraali, 38
positiivinen suunnistus, 69, 91
potentiaali, 51
potentiaalienergia, 56
potentiaalifunktio, 51
projektio, 42
projisoituva joukko, 62, 98
puoliakseli, 26
pyorteisyys, 21, 116
padnormaali, 31

raja-arvo, 22
reunakayra, 91
Riemannin summa, 59
roottori, 15
ruuvikédyré, 25
ruuvipinta, 81, 83

siled kiyré, 31
sileys

pinnan, 80
skalaarifunktio, 6
skalaarikenttd, 6
skalaariprojektio, 42
Stokesin lause, 111
suljettu kiyra, 32
suljettu pinta, 91
suunnistus, 69

kdyréin, 33

pinnan, 91
suurennussuhde, 83
sylinteri, 77
sylinterikoordinaatit, 85, 101
sylinteripinta, 76, 85
sahkokentta, 9

vuo, 110

tangenttitaso, 81

tangenttivektori, 27
pinnan, 81

tasa-arvokayra, 11, 121

tasa-arvopinta, 11

tasokayra, 23

tie, 50

tieintegraali, 38

torus, 84

tahtiméinen alue, 54

ulkoinen yksikkénormaali, 70, 91
umpinainen kiyrd, 32

vastakiyra, 33
vauhti, 28



MAT-20401 VEKTORIANALYYSI

131

vektori, 5

vektorikentté, 6
komponenttifunktio, 6
konservatiivinen, 51, 57
koordinaattifunktio, 6
ldhteeton, 108
pyorteeton, 21, 116
vuo, 94

viipalointiperiaate, 60

virittdjavektori, 25

virtausfunktio, 121

virtausviiva, 119

voimaviiva, 119

vuo, 70, 94

yhtendinen joukko, 50
yksikkénormaali, 70
pinnan, 91
ulkoinen, 91
vksikkotangenttivektori, 31
yksinkertainen kayra, 32



