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Alkusanat
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1 Usean muuttujan funktion differentiaalilas-
kentaa

Talla opintojaksolla tarkastellaan funktioita f: R™ — R™. Funktion f sano-
taan olevan

reaalifunktio, jos n = m =1,

yhden muuttujan funktio, jos n =1,

e usean muuttujan funktio, jos n > 1,

reaaliarvoinen funktio, jos m =1, ja

vektoriarvoinen funktio, jos m > 1.

Esimerkki 1.1. a) f(x) = 1—2? on yhden muuttujan reaaliarvoinen funktio
(eli reaalifunktio). M#éarittelyjoukko on R ja maalijoukko R, ts. f: R — R.
b) f: R — R? f(z) = (x, 2z + 1) on yhden muuttujan vektoriarvoinen
funktio.

c) [:R* 5 R, f(z,y) = 2 + y — 1 on kahden muuttujan reaaliarvoinen
funktio.

d) f:R* = R3 f(z,y) = (2% zy — 1, 3y) on kahden muuttujan vektoriar-
voinen funktio.

1.1 Kayra
Aloitetaan tutkimalla yhden muuttujan vektoriarvoista funktiota
r:[a,b] = R" r(t) = (z1(t), z2(t),. .., z.(1)). (1.2)

Funktioita z;: R — R kutsutaan r:n koordinaattifunktioksi tai komponentti-
funktioiksi. Tapauksessa n = 2 merkitdin usein

r(t) = (2(t),y(t)) = x(t)i + y(t)j

ja tapauksessa n = 3

r(t) = (2(t),y(t), 2(1)) = =(O)i + y(1)j + 2(Dk.

Vektoriarvoisen funktion (1.2) raja-arvo, jatkuvuus ja derivaatta mééritel-
laén tarkemmin luvussa 1.7 ja erityisesti derivaattavektoria pohditaan opin-
tojaksolla Vektorianalyysi. Esitellddn ndmé ominaisuudet tissi luvussa siind
laajuudessa kuin niité tdlla opintojaksolla tarvitaan.
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Maiaé&ritelma 1.3. Vektoriarvoinen funktio (1.2) on jatkuva (continuous),
jos kaikki koordinaattifunktiot x;(t) ovat jatkuvia.

Geometrisesti jatkuvuus tapauksessa n = 2 tarkoittaa sitéd, ettd "kuva voi-
daan piirtda kynad nostamatta”.

Miaritelmé 1.4. Jos funktio r: [a,b] — R™ on jatkuva, niin sitd kutsutaan
parametrisoiduksi kdyriksi (parametric curve). Kuvajoukko C' = r([a,b]) =
{r(t) : t € [a,b]} on kdyrdn jilki tai lyhyesti kdyrd. Kun n = 2, puhutaan ta-
sokdyrdastd ja kun n = 3, puhutaan avaruuskdyrdistd. Pistettd r(a) kutsutaan
kiyran alkupisteeksi ja pistetta r(b) loppupisteeksi.

Tasokdyrad r voidaan havainnollistaa piirtamalld pisteet (z(t),y(t)) muuta-
milla #:n arvoilla ja yhdistamalla ndin saadut pisteet.

Esimerkki 1.5. Kuva kiyrista r(t) = (¢%,63 — 3t), -2 <t < 2:

Y
t|r(t r(—1
-2 (4(1) 2) 2T Y r(2)
—3/21(9/4,9/8)
-1 (1,2) 1
—1/2 (1/4 11/8)
0] (0,0) L
1/2 (1/4 —11/8)
1 (1,-2)
3/2 | (9/4,-9/8)
2| (4,2) 0 r(—2)

Kéyrédn jilki C' voidaan ilmoittaa my6ds muulla tavoin kuin antamalla lause-
ke r(t), jolloin tarvittaessa muodostetaan parametrisointi (parametrization)
r: [a,b] — R, jolle r([a,b]) = C. On huomattava, ettd kiyrilld C' on aina
adrettomén monta erilaista parametrisointia.

Esimerkki 1.6. Yksikkdympyrin C' = {(z,y) € R*: z*+y* = 1} paramet-
risoinniksi otetaan yleensi

r(t) = (cost,sint), 0<t <2,

Tata parametrisointia muokkaamalla saadaan C':lle samantapaisia paramet-
risointeja, joissa on eri vauhti, kiertosuunta tai alku- ja loppupiste:

r(t) = (cos(2t),sin(2t)), 0<t <,

(
r(t) = (cos(—t),sin(—t)) = (cos(t), —sin(t)), 0<t < 2m,
r(t) = (cos(t + 7/2),sin(t + 7/2)), 0<t <2,
r(t) = (cost,sint), 0<t <5,
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Naistd viimeisessd parametrisoinnissa kierretdin yksikkéympyrd 2,5 kertaa.
Yleensa pyritdan valitsemaan parametrisointi, jossa kdyra leikkaa itsensa kor-
keintaan alku- ja loppupisteissd. Tilloin sanotaan, etta kdyré (parametrisoin-
ti) on yksinkertainen (simple).

Esimerkki 1.7. Tarkastellaan avaruuskéyrié

r(t) = (cost,sint,t/10), 0 <t < 57 (ruuvikdyrd, heliz),
r(t) = (tcost,tsint,t), 0 <t < b5m,
r(t) = (cost,sint,cos(4t)), 0 <t < 2.

Miksi parametrisoinnit tuottavat seuraavanlaiset jiljet?

Kéyran méirittelyviliksi voidaan suljetun ja rajoitetun vélin [a,b] sijasta
ottaa my6s miké tahansa vili I C R (avoin, puoliavoin tai rajoittamaton).

Huomautus 1.8. Pisteiden a ja b kautta kulkevan suoran virittdjivektoriksi
voidaan valita d = b — a, jolloin x on suoralla jos ja vain jos x = a + td
jollakin ¢ € R. Pistettd a kutsutaan kauttakulkupisteeksi. Seuraavaan kuvaan
on piirretty pisteet x t:n arvoilla ¢ = —%, t =0 (piste a), t = 1 (piste b) ja
t = % Suoran parametrisoinniksi kiy siis

r(t) =a+t(b—a), teR, (1.9)

ja pisteitd a ja b yhdistdvin janan parametrisoinniksi

r(t)=a+t(b—a), telo,1]. (1.10)




INSINOORIMATEMATIIKKA 4U 8

Esimerkki 1.11. Missi pisteessi pisteiden (1,2, 3) ja (6, 5,4) kautta kulkeva
suora leikkaa yz-tason?
Ratkaisu. Parametrisoidaan suora:

r(t) =(1,2,3) +t((6,5,4) — (1,2,3)) = (bt + 1,3t + 2,1 + 3).

yz-tasolla x-koordinaatti on 0, ts. 5t + 1 = 0, josta t = —%. yz-tason leik-

kauspiste on siis r (—1) = (0,1, %).

Huomautus 1.12. Jatkuvan funktion f: [a,b] — R kuvaajalle y = f(x)
voidaan ottaa parametrisoinniksi

r(t) = (t, f(t)), te€ |ab]. (1.13)

y = f(x)

Esimerkki 1.14. a) Kéyrin y = sinz, 0 < x < 7, parametrisoinniksi kiy
r(t) = (t,sint), 0 <t <.
b) Esimerkin 1.6 yksikkdympyralld y = ++/1 — 22, jote se voidaan paramet-

risoida
t) (t,v1—12), kun —1<t<1,
r s
(2—t,—/1—=(2—1)?), kun 1<t <3.

Vektoriarvoisen funktion raja-arvoa tutkitaan tarkemmin vasta luvussa 1.7,
mutta kiytetddn sitd jo tdssd derivaatan médrittelemiseen:

Miaritelmi 1.15. Kéyrd r on derivoituva (differentiable) pisteessi t €
[a, b], jos on olemassa raja-arvo

ja derivoituva, jos r on derivoituva jokaisella ¢ € [a, b]. Raja-arvoa r'(t) (ja
funktiota r': [a,b] — R™) kutsutaan derivaataksi tai derivaattavektoriksi.

Kayrian derivaatalle kdytetddn my6s merkint6ja

() = d‘;l(;) — D, (x(1)).
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Geometrinen tulkinta derivaatalle on, ettd jos r'(¢) # 0, niin r/(¢) on kdyrén
tangenttivektori pisteessé r(t).
Luvun 1.7 tuloksista seuraa:

Lause 1.16. Kdyrdi r(t) = (z1(t), 22(t), ..., z,(t)) on derivoituva jos ja vain
jos kaikki koordinaattifunktiot x;(t) ovat derivoituvia. Tdlléin

r'(t) = (z1(8), ..., 24 ().
Toisin sanoen: kayrd derivoidaan koordinaateittain.

Miaritelma 1.17. Monissa sovelluksissa parametri ¢ on aika ja r(t) =
(z(t),y(t), z(t)) on massapisteen paikka ajanhetkelld ¢, jolloin kiyrdn jalki
C' = r([a,b]) kuvaa massapisteen kulkemaa reittia aikavalilli a < ¢t < b.
Talloin maaritelldén

v(t) =1'(t) = (2'(t),y(t), 2'(¢)) nopeus (velocity)

v(t) = [v(t)|| = V&' ()2 + /(1) + 2/ (t)2  vauhti (speed)

a(t) =v'(t) =rx"(t) = (2"(t),y"(t),2"(t))  kishtyvyys (acceleration)
Esimerkki 1.18. Olkoon kappaleen paikka r(t) = (¢,¢%t*) ajanhetkelld ¢.

Laske nopeus, vauhti ja kiihtyvyys kappaleen ollessa pisteessa (2,4, 8).
Ratkaisu. Nyt

(t) = (1,2t,3t%),
v(t) =V1+4t2 +9t*  ja
a(t) = (0,2, 6t).

A%

Kappale on kyseisessi pisteessd hetkelld ¢t = 2, silld r(2) = (2,4,8). Siten
kysytty nopeus on v(2) = (1,4, 12), vauhti v(2) = v/161 ja kiihtyvyys a(2) =
0,2,12).
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Esimerkki 1.19. Tarkastellaan esimerkin 1.5 kiyrdd r(t) = (¢,¢* — 3t),
—2<t<2.

a) Laske tangenttivektori kiiyrén pisteeseen (9/4,9/8).

b) Missé pisteissd kdyralld on vaakasuora tangentti?

c) Mitké ovat kiiyran ja z-akselin leikkauspisteet?

d) Tutki vauhtia v(t).

Ratkaisu. a) Derivaatta on r'(t) = (2t, 3t*—3). Koskar(—3/2) = (9/4,9/8),
niin kysytty derivaattavektori on r'(—3/2) = (—3,15/4).

Yy
N o(t)
5 10 1
2 4
5 1

} t x
\j\Zl
t t t +— ¢
-2+ -2 —1 1 2

b) Kiyrillda on vaakasuora tangentti, kun y'(t) = 0 (ja 2/(t) # 0). ¥/'(t) =
32 -3=0 & t? =1 & t= +£1. Kiyrilli on vaakasuora tangentti siis
pisteissd r(—1) = (1,2) jar(1) = (1,—2).

c) z-akselin leikkauspisteissi y(t) = 0, ts. t* =3t = t(t*—3) = 0 & t =0 tai
t = /3. Leikkauspisteet ovat siis r(0) = (0,0) ja r(—v/3) = r(v/3) = (3,0).
d) Vauhti v(t) = [[f'(t)]| = /(2t)2 + (3t2 — 3)2 = V/Ot* — 14¢2 + 9 on suu-
rimmillaan alkupisteessd r(—2) = (4, —2) ja loppupisteessi r(2) = (4,2) ja
pienimmilldén #:n arvoilla ¢t ~ +0,88 pisteissd r(—0,88) ~ (0,78; 1,96) ja
r(0,88) ~ (0,78; —1,96) (ks. v(t):n kuvaaja).

Pohditaan vield, milloin kiyran r jalki C' ndyttad “siistiltd” kiyralta. Kayrassa
voi olla kérkia, vaikka kiyréd olisi derivoituva ja derivaattavektori jatkuva.
Tisté kily esimerkiksi kilyré r(t) = (12,¢3), -1 <t < 1:
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Tille kiyralle r'(t) = (2t, 3t%), joten r'(0) = (0,0). Vauhti pyséihtyy origossa
r(0) = (0,0), johon on silloin mahdollista muodostua karki, vaikka r'(¢) onkin
jatkuva. Seuraava ehto takaa, ettd kiyrd nayttaa siledlta.

Miaritelma 1.20. Kéyra r: [a,b] — R" on siled (smooth), jos r’ on jatkuva
ja r'(t) # 0 kaikilla ¢ € [a, b].

Esimerkki 1.21. Esimerkin 1.7 ruuvikéyré r(¢) = (cost,sint,¢/10) on siled,
silld 1/(t) = (—sint, cost,1/10) on jatkuva ja r(t) # 0 kaikilla ¢.

1.2 Usean muuttujan reaaliarvoiset funktiot

Tarkastellaan seuraavaksi usean muuttujan reaaliarvoisia funktioita f: D —
R, D C R™ Usein tiedetddn vain funktion lauseke, eikd méaarittelyjoukkoa
D erikseen ilmoiteta. Talloin maarittelyjoukoksi otetaan suurin mahdollinen
joukko, jossa funktio on médritelty. Lisdksi yksinkertaisuuden vuoksi merkit-
semme jatkossa f: R™ — R, vaikka f:n maéarittelyjoukko ei olisikaan koko
R™. Funktion f: R" — R arvoa pisteessd x = (x1,z9,...,7,) € R" merki-
taan
fx) = f((z1, 22, ..., 20)) = f(z1, 29, ..., 2).

Esimerkeissamme useimmiten n = 2 tai 3:

e Kahden muuttujan funktio f liittda jokaiseen méérittelyjoukkonsa al-
kioon (z,y) reaaliluvun f(z,y).

e Kolmen muuttujan funktio f liittdd jokaiseen maéarittelyjoukkonsa al-
kioon (z,y, z) reaaliluvun f(z,y, z).

1.2.1 Funktion kuvaaja ja tasa-arvokiyrét

n:n muuttujan reaaliarvoista funktiota f: R™ — R voidaan havainnollistaa
geometrisesti esim. seuraavasti:

Reaalifunktion f(z) kuvaaja (graph)
Gr={(z,f(2)) eR*: 2 €R} ={(z,y) eR*: y = f(z), v €R}

voidaan piirtdd xry-koordinaatistoon.

T
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n=2| a) Funktion f(z,y) kuvaaja

Gr={(zy, f(z,y)) €R’: (z,y) € R?}
= {(z,y,2) ER®: 2= f(z,y), (z,y) € R?*}

voidaan piirtdd xyz-koordinaatistoon.

z

* (2,9, f(,9))

b) Funktion f(z,y) kiyttaytymistd voidaan havainnollistaa "korkeuskayrilla”
eli tasa-arvokdyrilld (contour curve, level curve)

fHe)={(z.y) eR*: fla,y) =c}

xy-koordinaatistossa.

SIS
SIRRIIKR
==
R
NN

N\
A

il
7

T Y T Y

n = 3| Funktion f(z,y,z) kiyttdytymista voidaan havainnollistaa tasa-ar-
vopinnoilla (level surface)

fHe) = {(z,y,2) €R®: f(a,y,2) =c}
xryz-koordinaatistossa.

Esimerkki 1.22. Funktion f(z,y) = /9 — 22 — y? médérittelyjoukko on

My ={(z,y) € R*: 2® +¢* <9},
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toisin sanoen f on médritelty xy-tason origokeskisessid 3-séteisessd kiekos-
sa. Selviisti f:n pienin arvo on 0 ja suurin /9 = 3, joten arvojoukko on

A; = [0,3]. Kuvaajan pisteille (z,y, z) pitee z = /9 — 22 —y? > 0, josta
saadaan nelicimilld 22 +y2 4 22 = 9. Kuvaaja on siis origokeskisen 3-siteisen
pallopinnan puolikas. Tasa-arvokayriksi ratkaistaan

flz,y)=c & VI—a2—y2=c & Va2+y2 =92

Arvoilla ¢ = 0,1, 2,3 tasa-arvokéyrét f(x,y) = ¢ ovat siis origokeskisi ym-
pyroita, joiden sédteet ovat noin 3, 2,8, 2,2 ja 0.

B

Esimerkki 1.23. Selvitetddn funktion

—2x
flx,y) = 21
tasa-arvokayrat:
—2x 40 1\2 1
, = & = é < _) == - L.
flz,y) =c PR c $+C +y 2

Tasa-arvokédyrit ovat siis ympyroitd, kun ¢ # 0. Kun ¢ = 0, on = = 0, jo-
ten kyseinen tasa-arvokiyrd on y-akseli. Oheisissa kuvissa esitetddn funktion
kuvaaja ja muutamia tasa-arvokayri.
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=

1.3 Raja-arvo ja jatkuvuus
1.3.1 Pallot ja kiekot

Olkoon a € R™ ja r > 0. a-keskinen r-sdateinen avoin pallo (open ball) eli a:n
palloympairisto (environment), merkitdan B(a,r), on niiden pisteiden x € R”
joukko, joiden etdisyys keskipisteestd a on pienempi kuin r, ts.

B(a,r) ={x€eR": |x—a| <r}.
Suljettu pallo (closed ball) on joukko, jossa pallon reuna on mukana:

B(a,r) ={xeR": |x—a| <r}.

Poistamalla avoimesta pallosta keskipiste saadaan pisteen a punkteerattu ym-
paristo B(a,r) \ {a}. Tasossa (n = 2) pallosta voidaan kiyttad nimitysta
kiekko.

avoin pallo B(a,r) suljettu pallo B(a,r)
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R%:ssa voidaan merkitd x = (z,y) ja a = (a, b), jolloin

B(a,r) ={(z,y) eR?: /(x —a)?+ (y—D)2 <r}

ja R3:ssa x = (z,y, 2) ja a = (a,b,c), jolloin

B(a,r) ={(z,y,2) e R®: /(x —a)2+ (y—b)2 + (2 — )2 < r}.

1.3.2 Raja-arvo

Muistetaan, etti reaalifunktiolla f on raja-arvo L pisteessi a, jos jokaisella
€ > 0 on olemassa 0 > 0 siten, etté

O<l|r—a|l<d=|f(x)—L|<e.

Tamén madritelmén yleistiminen useamman muuttujan funktioille on suo-
raviivaista: méérittelyjoukon itseisarvo |z — a| korvataan normilla ||x — all.

Maaritelm4 1.24. Olkoon f: R™ — R reaaliarvoinen funktio. Talloin funk-
tiolla f on raja-arvo (limit) L € R pisteessd a € R™, merkitdin

L = lim f(x) tai f(x) = L, kun x — a,

X—a

jos jokaisella € > 0 on olemassa § > 0 siten, etté
O<|x—all<d=|f(x)—L|<e. (1.25)

Maaritelmén ehto (1.25) tarkoittaa, ettd a-keskinen J-sdteinen punkteerattu
pallo kuvautuu L-keskiselle e-séteiselle vilille, ts.

f(B(a,0)\{a}) C (L —¢,L+e).

Kaaviokuva tapauksesta n = 2:

f(B(a,0) \{a})

L—c¢ L L+e




INSINOORIMATEMATIIKKA 4U 16

Raja-arvon mééritelméssa ei vaadita, ettd f olisi méaaritelty pisteessd a. Voi-
daan esimerkiksi tutkia, onko funktiolla

Y’z
22 + 22

f('r7y7z> =

raja-arvoa pisteessi a = (0,0, 0). Raja-arvon mééritelmé on kuitenkin miele-
ks vain sellaisille a, joille kaikilla (mielivaltaisen pienilld) § > 0 on olemassa
ehdon 0 < ||x — a|| < ¢ toteuttavia f:n méadrittelyjoukon D C R™ pisteitd x.
Esimerkiksi ei ole mielekésté kysya, onko funktiolla

flz,y,2) = In(z® 4+ y* + 2> — 1)

raja-arvoa pisteessi a = (0,0,0), silli f ei ole méadritelty yksikkopallossa
B((0,0,0),1). Edelld kuvatun ehdon tdyttévai pistettd a sanotaan D:n ka-
sautumispisteeksi:

Maaritelmi 1.26. Olkoon D C R"™. Piste a € R"™ on joukon D kasautu-
mispiste (limit point, accumulation point), jos jokaisessa amn punkteeratussa
ympéristossi B(a,r)\{a} on D:n pisteita, ts. (B(a,r)\ {a})ND # 0 kaikilla
r > 0.

Lemma 1.27. Olkoon a € R" ja merkitdin x = (x1,...,2,) jo a =
(a1,...,a,). Tdlloin x; — a;, kun x — a.

Todistus. Olkoon € > 0. Vaitetdédn, ettd funktion f(x) = x; raja-arvo pis-
teessd a on L = a;. Nyt

|f(X)_L|:|$i—az‘|=\/({Ei—ai)QS\/(xl—a1)2+...+($n_an)2
=[x —al <e

kun maaritelmassi 1.24 valitaan § = e. OJ

Lause 1.28. Jos lim f(x) = L ja lim g(x) = M, niin
X—a

(1) lim (f(x) £ g(x)) = L+ M,
(2) lim (f(x)g ) LM,

(3) iga%:%, jos M # 0.

Jos lisikst F': R — R on jatkuva pisteessda L, niin

(4) lim F(f(x)) = F(L).

X—a
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Todistus. Todistukset ovat oleellisesti samat kuin reaalifunktioille (ks. [11,
lauseet 4.5 ja 4.12|), kun korvataan |z — a| normilla ||x — a|. O

Esimerkki 1.29. a) lim  zsin (E) = 2sin (E> =1
(,y)=(2,7/3) x 6

20 —yz?  —6—4
b)  lim v = -5
(z,y,2)—=(=3,1,2) /22 2
Tapauksissa g ja 22 on kiytettiva madritelméad tai lauseen 1.31 kuristuspe-
riaatetta.

Esimerkki 1.30. Osoita, ettd

by SEEY)
(z,y)—(0,0) X2+ >

Ratkaisu. Kyseessi on % -tilanne. Kéytetdan raja-arvon méaaritelmai. Vali-
taan € > 0. Koska [11, lause 4.19]

niin on olemassa d; > 0 siten, ettd

sint
%—1‘<6, kun |t] < ;.

Jos nyt
0 < [[(,9) = (0,0)[| = V2% + 3% < /6y,
niin 2?2 + y? < §; ja siten
sin(a? 4 y?)
x? 4+ y?

—1‘<e.

Raja-arvon maaritelméssd 1.24 voidaan siten valita 6 = 1/0;.

Lause 1.31 (Kuristusperiaate, Squeeze Law).
Jos f(x) < g(x) < h(x) jossakin pisteen a punkteeratussa ymparistossa ja
lim 1) = Jim 1) = L
nin
lim g(x) = L.

X—a
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Todistus. Sivuutetaan. Havainnollistetaan tilannetta geometrisesti kahden
muuttujan funktioille f(z,y), g(z,y) ja h(z,y) pisteessi (a, b) ryz-avaruuden
poikkileikkauksella. O

Esimerkki 1.32. Osoita, ettd

%y

lim —2 =
(@,9)—(0,0) T2 + 32

2

Ratkaisu. Funktioll = it
isu. Funktiolle g(z,y) e patee
72
0< = <
< lg(z,9)l = — +y2\y! <yl

joten
—lyl < g(z,y) <yl

Koska f(z,9) = —lyl = 0 ja h(z,y) = lyl — 0, kun (z,5) — (0,0), nin
kuristusperiaatteen mukaan g(z,y) — 0, kun (z,y) — (0,0).
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Voidaan myo6s tutkia, onko raja-arvo olemassa lahestyttiessi rajapistettd a
jotakin tiettyd kdyrdd pitkin. Jos funktiolla on raja-arvo, niin raja-arvo on
sama jokaista kiyrad pitkin ldhestyttéessd. Tétd voidaan kdyttdd hyviksi
osoitettaessa, ettd funktiolla ei ole raja-arvoa.

e Jos kahdella eri ldhestymistielld saadaan eri raja-arvot, niin raja-arvoa
ei ole olemassa.

e Raja-arvon olemassaoloa ei talla menetelmélld voida todistaa: funktiolla
voi esimerkiksi olla sama raja-arvo ldhestyttdessa kaikkia rajapisteen
kautta kulkevia suoria pitkin, vaikka funktiolla ei olisikaan raja-arvoa.
Ks. [7], harjoitustehtéava 13.3.51.

Esimerkki 1.33. Funktio

ry

f(%y):m

on nolla koordinaattiakseleilla (eli kun = 0 tai y = 0), suoralla y = x on
f(z,y) = 1/2 ja suoralla y = —z on f(z,y) = —1/2. Origoa ldhestyttiessa
saadaan erisuuret raja-arvot eri suunnista, joten funktiolla ei ola raja-arvoa
origossa.
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Esimerkki 1.34. Epioleelliset raja-arvot oo voidaan méaritelld samaan
tapaan kuin opintojaksolla Insinéorimatematiikka 1u.
a)
. 1
lim ——=
(2y)=(0,0) 22 + y?

Y

silld 22 + % > 0 kaikilla z ja y ja 2% + 32 — 0, kun (2,y) — (0,0).
b) Ei ole olemassa raja-arvoa

1
()
(z,y)—(0,0) ety
silld a-kohdan mukaan sinin siséfunktio 1/(z?+y*) — oo, kun (z,y) — (0,0),

joten tutkittava funktio saa kaikissa (0, 0):n ympéristoissa kaikki arvot vililta
[—1, 1] eli heilahtelee rajusti origon ldhellé.

1.3.3 Jatkuvuus

Jos raja-arvon méadritelméassa f on méaritelty pisteessi a, niin voidaan kysya,
onko raja-arvo sama kuin funktion arvo pisteessi a.

Maéiritelmi 1.35. Olkoon f: R™ — R reaaliarvoinen funktio ja olkoon
a € D f:n madrittelyjoukon D C R"™ kasautumispiste. Télléin f on jatkuva
(continuous) pisteessd a, jos

f(a) = lim f(x).

xX—a

Jos f on jatkuva kaikissa D:n pisteissé, niin f on jatkuva. (Sovitaan, ettd
D:n muissa pisteissé kuin kasautumispisteissd f on jatkuva.)

f:n jatkuvuuteen pisteessi a vaaditaan siis (jos a on D:n kasautumispiste):
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e f on madritelty pisteessi a,
e f:114 on raja-arvo pisteessi a ja

e f:n arvo ja f:n raja-arvo ovat yhtésuuret.

Lause 1.36. Jos f ja g ovat jatkuvia pisteessd a, niin myds funktiot f + g,
fag ja f/g (jos g(a) # 0) ovat jatkuvia pisteessi a. Jos lisiksi F: R — R on
jatkuva pisteessi f(a), on F o f jatkuva jatkuva pisteessd a.

Todistus. Seuraa raja-arvon laskusddnnéisté (lause 1.28). O

Maaritelma 1.37. Funktio P: R" — R on k-asteinen polynomi, jos P on
muotoa

PX)= > ok whn (chyok, €R)
kit +kn<k

P(x)

Q(x)

ja rationaalifunktio on muotoa R(x) = oleva funktio, missd P ja @)

ovat polynomeja.

Polynomit ja rationaalifunktiot ovat lauseen 1.36 mukaan jatkuvia méaritte-
lyjoukoissaan.

Esimerkki 1.38. a) 5. asteen polynomi f(x,y) = 3z* — Tzy* — 2%y> + 10
on jatkuva R?:ssa.
b) Rationaalifunktio

LY
f(x,y) = O
on jatkuva médrittelyjoukossaan {(z,y) € R? : y # +x}.
c) Funktio

%y

flay) =4 g K@) #(0,0),
0, kun (x,y) = (0,0),

on rationaalifunktiona jatkuva joukossa R*\ {(0,0)} ja esimerkin 1.32 mu-
kaan f on jatkuva myos pisteessd (0,0). f on siis jatkuva koko méérittely-
joukossaan R?. Esimerkin 1.32 funktio saatiin siis médrittelylld f(0,0) = 0
jatkettua jatkuvaksi funktioksi myos pisteeseen (0,0).
d) Funktio
Ty
T,y) = ——s

fl@y) = vy
on jatkuva médrittelyjoukossaan R?\ {(0,0)}, mutta esimerkin 1.33 mukaan
sitd ei saada jatkettua jatkuvaksi pisteeseen (0,0).
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1.4 Osittaisderivaatat
1.4.1 Kahden muuttujan funktiot

Reaalifunktiolle f: R — R derivaatta pisteessi a méiritellidn erotusosamaé-

ran raja-arvona
o) =t L0 D= T(@)

Derivaatta antaa f:n hetkellisen muutosnopeuden pisteessid a. Vastaavalla
tavoin voidaan tutkia kahden (ja usemman) muuttujan reaaliarvoisen funk-
tion f(x,y) muutosnopeutta pisteessi (a,b). Yhden muuttujan tapauksessa
muutosnopeutta voidaan tutkia vain ainoan muuttujan x suunnassa, kah-
den ja useamman muuttujan tapauksessa tutkittavia suuntia on sen sijaan
adrettomin monta. Aloitetaan tutkimalla muutosnopeuksia z-ja y-akselien
suuntaisesti siirryttaessa.

Miéritelma 1.39. Funktion f: R? — R osittaisderivaatta (partial deriva-
tive) muuttujan x suhteen pisteessa (a,b) on
af f(a+h7b)_f(a7b)

5 ) = o h

ja osittaisderivaatta muuttujan y suhteen pisteessd (a,b)

af, .. .. fla,b+k)— f(a,b)
gy (©0) = lim k

(mikéli ko. raja-arvo on olemassa).

0 luetaan "doo” ja esimerkiksi % "doo f doo x”. Muita kirjoissa tyypillisesti
kaytettavid merkintdjé osittaisderivaatoille:

O o) = 1) = o) = fia9) = Daf(e.) = Dif(ay)
0 0
o) = S 1w0) = f(w0) = o) = Daf(ay) = Daf(w.0)

Geometrisesti %(a,b) ilmaisee pinnan z = f(z,y) ja tason y = b leikkaus-

kiyrdn z = f(z,b) tangenttisuoran kulmakertoimen pisteessi (a, b, f(a,b)).
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x

Vastaavasti g—i(a, b) on kiyrin z = f(a,y) tangenttisuoran kulmakerroin.
%(a, b) on siis funktion f hetkellinen muutosnopeus z-suunnassa ja ?(a, b)
Y

on hetkellinen muutosnopeus y-suunnassa pisteessé (a, b).

Huomautus 1.40. Jos merkitddn g(x) = f(x,b), niin

0 h,b) — , 0 . h) — ’
a_i(ayb):%i%f(wr ZL fla ):;lfi%ngrf)L 9@ _ i)

(ja vastaavalla tavoin y:n suhteen). Osittaisderivointi palautuu siten yhden
muuttujan funktion derivoinniksi, jossa derivoidaan halutun muuttujan suh-
teen ja pidetddn toista muuttujaa vakiona.

Esimerkki 1.41. Olkoon f(z,y) = z* + 2xy* — y>. f:n osittaisderivaatat
ovat

of 2 of 2
et — et — Apy —
5 DY) =20 +2y7 ja o (,y) = 4oy — 3y
ja siten esimerkiksi
of oy -

Oletetaan, ettd f(z,y) ilmaisee lampotilan (°C) pisteessé (x,y) (m). LAmpo-
tilan hetkellinen muutosnopeus siirryttéessa pisteestd (1, —1)

itdén: 4 °C/m
linteen: —4 °C/m
pohjoiseen: — 7 °C/m

etelddn: 7 °C/m

af

0
Usein merkitdéan lyhyesti —f(a:,y) =5
x

ox
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Esimerkki 1.42. Laske o1 ja a—f, kun f(z,y) = e*sinz.
oxr = 0Oy
8f xT : x : xT : x
Fr D, (e™)sinz + €™ D,(sinz) = ye™ sinx + €™ cos x
x
of 4y
— =ze"sinx
dy

1.4.2 Tangenttitaso

Derivoituvan reaalifunktion f kuvaajan y = f(x) pisteeseen (a, f(a)) piirre-
tyn tangenttisuoran yhtild on

y = fla)+ f'(a)(z — a). (1.43)

Tarkastellaan kahden muuttujan funktion f kuvaajaa z = f(z,y). z- ja y-
suunnissa kiyrien z = f(z,b) ja z = f(a,y) pisteeseen p = (a,b, f(a,b))
piirrettyjen tangenttisuorien yht&lot ovat (1.43):n nojalla

2= @ h)+ Do b)e—a)
2= flab)+ S0y -,
Koska pisteen p kautta kulkevan (ei-pystysuoran) tason yht&lé on muotoa

z = f(a,b) + A(x —a) + B(y — b),

niin em. tangenttisuorat siséltivin (eli tangenttisuorien virittimén) tason
yhtilo on

of of
z:f(a,b)—l—%(a,b)(m—a)+a—y(a,b)(y—b). (1.44)

Jos pinta on "riittévin siisti” (tdmé médritellddn tarkemmin luvussa 1.6) pis-
teen p ympéristossi, niin tdtd tasoa kutsutaan pinnan z = f(z,y) tangent-
titasoksi (tangent plane) pisteessé p.
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x

Annetaan yhtélolle (1.44) my6s seuraava geometrisempi perustelu. Em. kéy-
rilld on pisteessd p tangenttivektorit

u= (1,0, %(a, b)) ja v = <0, 1, %(a, b)),

joten tangenttitason normaalivektoriksi saadaan

of of
n=uxv= (—%(a,b),—a—y(a,b)J).

Niinpé tangenttitason normaalimuotoinen yhtilé ne+x = n+p tulee muotoon
ne(z,y,z) =n-<(a,b, f(a,b))

9] s,
(a,b)y+ 2z = —a—i(a,b)a — a—ch

& —%(a, b)

of

ﬂf—a—y (a,b)b+f(a,b),

josta (1.44) seuraa.

—Y pisteeseen (1,2, —1/3) piirretyn

Esimerkki 1.45. Laske pinnan z =
r+y

tangenttitason yhtalo.

Ratkaisu. Pinta on funktion f(z,y) = % kuvaaja.
rTy

of l-(z+y) —(r—vy)-1 2y of 4
'l — — Z1(1.9)= =
Om(x’y) (x +y)? (x +y)? - 0:5( 2) 9
of (1) - (z4+y)—(z—y)-1 —2x of 2
A - - = Y9 =-2
9y ") (P R i
Koska f(1,2) = —1/3, niin tangenttitason yhtéloksi saadaan
1 4 2
— st (-1 —Z(y—2 dr — 2y — 9z = 5.
2 3 + 9(96 ) 9(y ) & 4dr—2y—9z=5
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1.4.3 Kolmen ja useamman muuttujan funktiot

Yleistetddn osittaisderivaatan maaritelma myos kolmen ja useamman muut-
tujan funktioille.

Maaritelma 1.46. Funktion f: R"™ — R osittaisderivaatta muuttujan x;
suhteen pisteessd x € R™ on

8f (X) — f(xla"'wxiflaxi+haxi+17"'7xn)_f(xlv"'axn)
0x; b0 h
— im f(x+ he;) — f(x)
h—0 h

(mikéli raja-arvo on olemassa).

Téssa e; on i:s standardikantavektori, jonka ¢:s komponentti on 1 ja muut
komponentit ovat nollia.

Jos f:n méadrittelyjoukko on vain osajoukko D C R"™ ja x € D, niin voi
olla, etté piste x + he; ei ole joukossa D eiké f:n arvoa tésséd pisteessi voida
laskea.

Miaritelmi 1.47. Piste x € D on joukon D C R” sisdpiste (interior point),
jos B(x,r) C D jollakin r > 0.

Jatkossa osittaisderivaatoista puhuttaessa oletamme, ettd x on méaarittely-
joukon D sisdpiste, jolloin méiaritelmén erotusosamairit ovat aina maaritel-
tyja pienilla h.

Useamman muuttujan funktion osittaisderivaatat lasketaan samaan ta-
paan kuin kahden muuttujan funktion osittaisderivaatat.

Esimerkki 1.48. a) Funktion f(z,y,z) = In (1 + xze¥*) osittaisderivaatat
ovat

g e g _ wze?”

of  wye”®
or  1+zev®’ Oy 1+ xzev?

ja =
B T 1+ zen
b) Funktion z = u?v3w* osittaisderivaatat ovat

0z , 0z 0z ‘
Eoie 2uviw?, = =3uPw! ja — = 4wl
U

ov ow
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1.4.4 Korkeammat osittaisderivaatat

Tarkastellaan seuraavassa osittaisderivaattaa %(X) muuttujan x funktiona.
Tata funktiota voidaan edelleen osittaisderivoida.

Maaritelma 1.49. Olkoon funktiolla f: R™ — R pisteen x € R" ympaéris-
tossa kaikki osittaisderivaatat af . Funktioiden % osittaisderivaattoja (mi-
kili ne ovat olemassa) sanotaan f n toisen kertaluvun osittaisderivaatoiksi

(second order partial derivatives) ja merkitain

o (of\, . Of
ox; (8I1> (x) = Oz Ox; ().

Muita merkintoja:

02 f
aﬂfj 0:1:,

Merkinnéssd f,,.; (osittaisderivointi ensin z;:n suhteen, sitten x;:n suhteen)
alaindekseja luetaan siis vasemmalta oikealle. Merkinnassé aj gx, ajatellaan,
J [

ettd operaattori %

sitten x;:n suhteen. Tapauksessa i = j voidaan merkité

operoi f:4in ensin osittaisderivoimalla x;:n suhteen,

P Pf
Ox; Ox;  Ox?

)

Vastaavalla tavoin voidaan tarkastella kolmannen kertaluvun osittaisderi-
vaattoja

Bf
8l’k 8@ (91:2
ja yleisesti m:nnen kertaluvun osittaisderivaattoja.

Huomautus 1.50. Kahden muuttujan funktion f(z,y) kaikki toisen kerta-
luvun osittaisderivaatat ovat

R S
0x2’ Oyox’ 0Oxdy ) oy?’

Kolmen muuttujan funktiolla f(x,y, z) on yhteensi yhdeksén toisen kertalu-
vun osittaisderivaattaa:

*f o*f o*f o*f 0*f *f *f . ’f

0x?’ Oy?’ 0227 Ox 0y’ OyOx’ 0xdz’ 0z0x’ 83/82‘] 020y
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Esimerkki 1.51. Laske funktion f(x,y) = 2% + xy? toisen kertaluvun osit-
taisderivaatat.

Ratkaisu. o o7
_ = 2 1 - =
O 2x +y° Ja By 2xy,
joten
0% f 0 9
*f 0 2
5y 0% —a—y(Qx—i-y ) =2y
2f 0
2f 9

Seuraavan lauseen mukaan tietyissi tapauksissa osittaisderivaatat fi..; ja
Ja;z; ovat yhtasuuret, jolloin riittéé laskea vain toinen.

Lause 1.52 (Osittaisderivoinnin vaihtosdanto). Oletetaan, ettd funktiolla f

% jossakin pisteen x ympdristdssd. Olete-
7 7
O2f

Ox; Ox;

02 f ~
Fui0T; (x) on olemassa ja

on osittaisderivaatat 2L, 2L 76
Ox;’ Ox;

taan lisdksi, ettd osittaisderivaatia on jatkuva pisteen X ympdristossd.

Silloin myds osittaisderivaatta

P =2
8xj 8xz B al‘l 8mj i

Todistus. Ks. |3, Thm 8.13]. O

Jos kolmen muuttujan funktion f(z,y,z) toisen kertaluvun yhdeksén osit-
taisderivaattaa (ks. huomautus 1.50) ovat jatkuvia, niin vaihtosdénnén mu-
kaan erisuuria niistd ovat (korkeintaan) vain

R T R R S
ox2’  Oy2’ 0227 Oz 0y’ 919z ° Oy 0z

Esimerkki 1.53. Laske kolmannen kertaluvun osittaisderivaatat

0% f 0% f 9% f

Jeaa = 0x2 0z’ Oz 0z Ox 0z Ox?

fxz:v = f:rxz =
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funktiolle f(x,y,z) = > v=.
Ratkaisu. Lasketaan f...:

Bf 02

0
Ge s = g (V) = g (F20e ) = et

oz

Koska tidméa on jatkuva funktio, niin vaihtosdinnon mukaan f,., = fi.. =
2 —
fwa:z = _4y6 YR,

1.5 Lokaalit ja globaalit dariarvot

Maaritelma 1.54. Funktiolla f: R™ — R on joukossa D C R"™ pisteessi
aeD

(globaali) maksimi (mazimum), jos f(x) < f(a) kaikilla x € D,

(globaali) minimi (minimum), jos f(x) > f(a) kaikilla x € D,

lokaali maksimi, jos f(x) < f(a) jossakin a:n ympéaristossa
x € B(a,r)N D, ja

lokaali minimi, jos f(x) > f(a) jossakin a:n ympéristossa
x € B(a,r) N D.

Pistettd a kutsutaan adriarvopisteeksi (minimipisteeksi tai maksimipisteek-
si) ja arvoa f(a) ddriarvoksi (minimiarvoksi tai maksimiarvoksi). Funk-
tion f globaalia maksimiarvoa joukossa D merkitdan maxp f ja minimiarvoa

minp f.

Esimerkki 1.55. Funktiolla

f(z,y) = (G—2"+y*) exp(1—2*~y?) on
kaksi lokaalia minimié ja kaksi lokaalia
maksimia.

Vil (b,
BN
W

/]
,//I

)
S8
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1.5.1 Avoimet ja suljetut joukot
Maaritelmd 1.56. Olkoon A C R™.

e Piste a € R™ on joukon A reunapiste (boundary point), jos jokaisessa
a:n ympéristossa on sekd A:n ettd A:n komplementin pisteiti, ts.
AN B(a,r) # 0 ja A°N B(a,r) # 0 jokaisella r > 0.

e Joukon A reunapisteiden muodostamaa joukkoa kutsutaan A:n reunaksi
(boundary) ja merkitdén OA.

e Joukon A sisépisteiden (ks. médritelmé 1.47) muodostamaa joukkoa kut-
sutaan A:m sisukseksi (interior) ja merkitdén int(A).

e Joukkoa A = AU OA kutsutaan A sulkeumaksi (closure).
e Joukko A on suljettu (closed), jos A sisiltad kaikki reunapisteensa.

e Joukko A on avoin (open), jos A ei sisilla yhtddn reunapistettaan.

Joukolle A C R” pitee:

e int(A) C AC A,

e joukko A on avoin jos ja vain jos A = int(A) ja

e joukko A on suljettu jos ja vain jos A = A.
Tamin opintojakson esimerkeissi tasojoukko A C R? on enimmiikseen siisti”
joukko, jonka reuna koostuu #irellisen monesta siledstd kiyrastd. Talldin
joukko on suljettu, jos kaikki reunakdyrit kuuluvat joukkoon ja avoin, jos

yvksikddn reunakéyrien piste ei kuulu joukkoon. Muissa tapauksissa joukko ei
ole avoin eiki suljettu.

Esimerkki 1.57. a) Joukko A = {(z,y) e R*: >0, y >0, z+y <1}
on suljettu.

b) Joukko B = {(x,y) e R?*: >0, y >0, z+y < 1} on avoin.

¢) Joukko C' = {(z,y) €R?*: >0, y >0, z+y < 1} ei ole avoin eiki
suljettu.

Y ) )

r+y=1 rt+y= r+y=1

T T T
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Vastaavasti jos avaruusjoukon A C R? reuna koostuu #irellisen monesta
siledstd pinnasta (madritellidn tarkemmin opintojaksolla Vektorianalyysi),
niin joukko on suljettu, jos se sisdltdd kaikki reunapintansa.

Esimerkki 1.58. a) Joukko A = {(z,y,2) € R®: 22 +¢*> < 2 <1} on
suljettu.

b) Joukko B = {(x,y,2) € R®: 2? +y* < 2 < 1} on avoin.

c¢) Joukko C' = {(z,y,2) € R®: 2% +y? < z < 1} ei ole avoin eiki suljettu.

z z=1

= /\z:x2+y2

Joukon reuna ei valttdméatta ole “ohut”.

Esimerkki 1.59. Joukon A = {(z,y) e R?: z € [0,1]NQ, y € [0, 1]} reuna
on koko yksikkonelio [0, 1] x [0, 1] eikd joukolla A ole yhtédén sisdpistetta.

1.5.2 Ad#riarvojen hakeminen suljetussa ja rajoitetussa joukossa

Miéritelmi 1.60. Joukko A C R™ on rajoitettu (bounded), jos A C B(0, R)
jollakin (suurella) R > 0. Muutoin joukko A on rajoittamaton.

Suljetulle ja rajoitetulle joukolle A # () voidaan méaéritella halkaisija
diam(A) = max{|[|x —y|| : x,y € A}.

Rajoittamattomalle joukolle asetetaan diam(A) = oo. Ei-suljetuille joukoille
tatd maksimia ei valttamatta ole olemassa, mutta halkaisija voidaan niillekin
maédritelld supremumin avulla vastaavasti. Télloin joukko A on rajoitettu,
jos diam(A) < oo. Késitettd rajoitettu joukko ei tule sekoittaa kisitteeseen
adrellinen joukko. Joukko on ddrellinen, jos siind on darellisen monta alkiota.
Seuraava lause antaa riittdvan ehdon adériarvojen olemassaololle.

Lause 1.61 (Adriarvojen olemassaolo). Olkoon D C R™ suljettu ja rajoitet-
tu joukko sekd f: D — R jatkuva funktio. Tdlloin f saavuttaa D:ssd sekd
pienimmdn ettd suurimman arvonsa, ts. on olemassa a ja b € D siten, ettd

f(a) =minp f ja f(b) = maxp f.
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Todistus. Sivuutetaan. Viitteen todistamiseksi tarvittaisiin R™:n suljettu-
jen ja rajoitettujen joukkojen (eli kompaktien joukkojen) syvéllisempéd ana-
lysointia, ks. esimerkiksi [4, Thm 4.28]. Seuraava esimerkki osoittaa, miksi
kaikki oletukset (joukko on suljettu, joukko on rajoitettu ja funktio on jat-
kuva) ovat tarpeen. Vertaa vastaavaan lauseeseen reaalifunktioille [11, lause
5.42]. O

Esimerkki 1.62. a) f: B(0,1) = R, f(z,y) = 2? + y?. Funktio on jatku-
va ja joukko on rajoitettu, mutta joukko ei ole suljetuttu. f:ll4 on minimi
£(0,0) = 0, mutta ei maksimia (vasemmanpuoleinen kuva).

b) f:R?* - R, f(z,y) = 2% + y*. Funktio on jatkuva ja joukko on sulje-
tuttu, mutta joukko ei ole rajoitettu. f:114 on minimi f(0,0) = 0, mutta ei
maksimia.

c) f: B(0,1) = R, f(x,y) = 2%+ > Funktio on jatkuva ja joukko on seki
suljettu ettd rajoitettu. f:114 on minimi f(0,0) = 0 ja maksimi 1 reunaym-

pyrélld 0B(0,1) (oikeanpuoleinen kuva).
— 2 2 k

a) [ BO,1) R, flay) =q" TV w200,

2, kun (z,y) = (0,0).

Joukko on suljettu ja rajoitettu, mutta funktio ei ole jatkuva. f:114 on mak-
simi f(0,0) = 2, mutta ei minimié (vertaa oikeanpuoleiseen kuvaan).

z z

Lause 1.63 (Vilttdméiton ehto lokaalille &driarvolle). Jos funktiolla
f:R" — R on lokaali adriarvopiste a ja f:lld on kaikki osittaisderivaatat
pisteessd a, niin kaikki f:n osittaisderivaatat ovat nollia a:ssa el

of
8557;

(a)=0

katkilla i =1,...,n.
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Todistus. Todistetaan viite funktiolle f: R*> — R (n:n muuttujan tapaus
vastaavasti). Oletetaan, ettd (a,b) € R? on funktion f lokaali maksimipiste
ja ettd on olemassa %(a, b).

a) Jos olisi %(a, b) > 0, niin kaikilla pienilla h > 0 olisi

fla+ h,b) — f(a,b)
h

>0 < f(a+ h,b) > f(a,b).

T&méa on ristiriita sen kanssa, ettd (a,b) on lokaali maksimipiste. On siis
oltava %(a,b) < 0.

b) Jos taas olisi %(a, b) < 0, niin kaikilla itseisarvoltaan pienilld h < 0 olisi

fla+ h,b) — f(a,b)
h

<0 & f(a+h,b) > f(a,b).

Tam& on ristiriita sen kanssa, ettd (a,b) on lokaali maksimipiste. On siis
oltava %(a,b) > 0.

Kohtien a ja b nojalla on oltava %(a, b) = 0.

Minimipisteen tapaus vastaavasti. O

Tapauksessa f: R? — R lauseen 1.63 viite tarkoittaa geometrisesti siti,
ettd ddriarvopisteessi kuvaajan z = f(x,y) tangenttitaso on vaakasuorassa.
Piste, jossa kaikki osittaisderivaatat ovat nollia, ei kuitenkaan valttamatta
ole diriarvopiste. Pistettd, jossa osittaisderivaatat ovat nollia, mutta joka ei
kuitenkaan ole lokaali dériarvopiste, kutsutaan satulapisteeksi (saddle point).

Esimerkki 1.64. Seuraavien funktioiden osittaisderivaatat ovat nollia pis-
teessd (0,0):

a) Funktiolla f(x,y) = 2? + y* on lokaali minimi pisteessi (0, 0).

b) Funktiolla f(z,y) =1 — 2® — y? on lokaali maksimi pisteessi (0,0).

c) Funktiolle f(x,y) = 2% — y* on piste (0,0) on satulapiste.

Yhdistetddn lauseet 1.61 ja 1.63 seuraavaksi ddriarvojen etsintdohjeeksi:
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Lause 1.65 (Globaalien diriarvojen etsintdohje). Olkoon D C R™ suljettu
ja rajoitettu joukko sekd f: D — R jatkuva funktio. f saavuttaa talléin sekd
suurimman ettd pienimmdan arvonsa joukossa D. Jos f(a) on f:n globaali
minims tai maksimi, niin a on

(1) D:n sisdpiste, jossa f:n kaikki osittaisderivaatat havidvdit,

(2) D:n sisdpiste, jossa f:lla ei ole kaikkia osittaisderivaattoja, tai

(3) D:n reunapiste.

Tapauksissa (1) ja (2) pistettd a kutsutaan kriittiseksi pisteeksi (critical
point). Adriarvoja médritettiessi haetaan yleensi ensin kriittiset pisteet eli
tyypin (1) ja (2) pisteet, joita on tyypillisesti vain muutama (tyypin (2) pis-
teitd ei ollenkaan, jos f:114 on kaikki osittaisderivaatat jokaisessa sisépistees-
sid). Reunapisteet tarkastellaan erikseen esimerkiksi parametrisoimalla reu-
nakiyrd. Saadaan joukko dariarvokandidaatteja, joista poimitaan pienin ja
suurin.

Esimerkki 1.66. Tarkastellaan menetelmé&i ensin kolmen yksinkertaisen esi-
merkin avulla. Haetaan kussakin kohdassa funktion f(x,y) suurin ja pienin
arvo kiekossa D = {(z,y) € R? : 2% +y? < 1}.

a) f(z,y)=1-2—y%
Kriittiset pisteet.

5J_ _
=—-2r=0
61_ _
_y__gy_o

Yhtaloparin ainoa ratkaisu on =z = 0 ja y = 0, ts. piste (z,y) = (0,0).
Funktion arvo kyseisessé pisteessd on f(0,0) = 1.

Reuna. Reunalla 22 + y? = 1, joten sielld funktion arvo on f(z,y) = 1 —
(2% 4+ y?) = 0.

Vastaus. maxp f = f(0,0) = 1 ja minp f = 0, joka saavutetaan kaikissa
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reunan z2 + y? = 1 pisteissi.

b) f(x,y) = /x* + ¢

Kriittiset pisteet.

of _ ¥
ax_ /$2+y2
of y

Ay \Ja?+y?
Osittaisderivaatoilla ei ole yhteisid nollakohtia, mutta origossa osittaisderi-
vaattoja ei ole, joten (z,y) = (0,0) on kriittinen piste. Funktion arvo kysei-
sessi pisteessd on f(0,0) = 0.
Reuna. Reunalla 2 + y? = 1, joten sielld funktion arvo on f(z,y) = 1.
Vastaus. maxp f = 1, joka saavutetaan kaikissa reunan x?+y? = 1 pisteissi
jaminp f = £(0,0) = 0.
Kriittiset pisteet.
of
A |
ox
of
dy

Osittaisderivaatat on olemassa kaikkilla (z,y), mutta niilld ei ole yhteisid
nollakohtia. Kriittisia pisteita ei ole, joten suurin ja pienin arvo saavutetaan
reunalla.

Reuna. Reunalla 22 4+ 4?2 = 1 zm pienin arvo on —1 ja suurin arvo 1. Mo-
lemmissa tapauksissa y = 0.

Vastaus. maxp f = f(—1,0) = 2 jaminp f = f(1,0) = 0.

=0

Huomautus 1.67. Esimerkin 1.66 b-kohdassa se, ettd osittaisderivaatalla ei
ole raja-arvoa origossa, ei vield vilttamétta takaa, etteiko f:114 voisi olla osit-
taisderivaattaa origossa (ks. [L1, huomautus 5.61 b|). Kaytannossé kuitenkin
adriarvotehtivissi tarkastetaan kaikki pisteet, joissa jollakin osittaisderivaa-
talla ei ole raja-arvoa, silld menetelméan ideana on vain rajata tarkastettavien
pisteiden joukko niin pieneksi, ettd pisteiden lapikdynti on mahdollista.

Esimerkki 1.68. Hae funktion f(z,y) = xy(1 — 2z — y) suurin ja pienin arvo
kolmiojoukossa D = {(z,y) e R?: y <2z, 0<x <1, y>0}.
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Kriittiset pisteet. f(z,y) = vy — 2%y — xy?, joten

af

L —y—2zy— 2 =y(l —2x — ) =
5p =Yy —y =y(l-20-y)=0
%zx—xZ—Qxy:x(l—x—Qy)zo

< (y=0tail -2z —y=0)ja(zr=0tail—x—2y=0).

Kriittisiksi pisteiksi saadaan (z,y) = (0,0), (1,0), (0,1) ja (1/3,1/3). Niis-
td kaksi ensimméistd pistettd ovat joukon D reunalla ja kolmas ei kuu-
lu joukkoon D (ks. kuva). Vain viimeinen piste on joukon D sisépiste ja
f(1/3,1/3) = 1/27 =~ 0,0370.

Reuna. Reuna koostuu kolmesta janasta.

f(z,0) =0, eli f=0 télld reunajanalla.

f(1,y) = —y* =: g(y). g(y) on vihenevi funktio joukossa 0 < y < 2,
joten f:n suurin arvo télli reunajanalla on f(1,0) = 0 ja pienin f(1,2) = —4.
f(x,22) = —62% + 222 =: h(x). Haetaan h(z)m Adriarvot joukos-
sa 0 <z <1k =-18%+4r =22(-92+2) =0 & x =0 tai
xr = 2/9. Taltd janalta dériarvokandidaateiksi saadaan h:n derivaatan nolla-
kohdista ja vilin pédtepisteistd f(0,0) =0, f(2/9,4/9) = 8/243 ~ 0,0329 ja
f(1,2) = —4.

Vastaus. maxp f = f(1/3,1/3) = 1/27 ja minp f = f(1,2) = —4.

Huomautus 1.69. Toisin kuin lineaarisen funktion optimoinnissa, ei-line-
aarisen funktion dariarvojen 16ytamiseksi ei riitd laskea f:n arvot pelkis-
tddn joukon “kulmapisteissi”.

Esimerkki 1.70. Hae funktion f(z,y) = 2* + 2y* — z suurin ja pienin arvo
kiekossa D = {(z,y) € R*: 2 +y* < 1}.
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Kriittiset pisteet.

af B
of

Ainoa kriittinen piste on (z,y) = (1/2,0) € D ja f(1/2,0) = —1/4.
Reuna, tapa 1. Parametrisoidaan reuna: r(t) = (cost,sint), 0 < ¢t < 2.
Nyt z = cost ja y = sint, joten

f(x(t)) = f(cost,sint) = cos®t + 2sin’t — cost =: g(t).

On haettava g(t):n dariarvot valilla 0 < t < 27. Selvitetdén derivaatan nol-
lakohdat:

g'(t) = —2costsint + 4sint cost + sint = sint(2cost + 1) =0

& gint = 0 tai cost = —3
21 47

@t:O, 72 ) _tal—
T, 2T 3 3

Funktion arvot: g(0) = 0, g(w) = 2, g(27) =0, g(27/3) = 9/4 ja g(47/3) =
9/4 (vilin padtepisteet sisaltyvit néihin).

Reuna, tapa 2. Reunalla on y? = 1—22, joten f(z,y) = —2?—2+2 =: h(z).
On haettava h(z):n ddriarvot vélilla —1 < z < 1. Selvitetdéin derivaatan
nollakohdat: h'(z) = —2x — 1 =0 < o = —1/2. Arvot vilin pditepisteissa
ja derivaatan nollakohdassa: h(—1) = 2, h(—1/2) =9/4 ja h(1) = 0.
Vastaus. maxp f = f(—1/2,£v/3/2) = 9/4 ja minp f = £(1/2,0) = —1/4.

1.5.3 Ad#riarvot joukossa, joka ei ole suljettu ja rajoitettu

Jos tarkastelujoukko D ei ole suljettu ja rajoitettu, niin tarkastelu hieman
mutkistuu. Voidaan koettaa esimerkiksi seuraavankaltaisia keinoja.

e Jos jollakin tarkastelujoukon D kayralld f — oo, niin voidaan paitelld,
ettd f ei saavuta suurinta arvoaan joukossa D.

e Jos jossakin suljetussa ja rajoitetussa osajoukossa R C D f saavuttaa
maksiminsa M ja osoitetaan, ettd R:n ulkopuolella f < M, niin voidaan
padtelld, ettd f saavuttaa D:ssd suurimman arvonsa M.

Esimerkki 1.71. Onko funktiolla f(z,y) = z* + y* — 32%y? suurinta tai
pienintd arvoa joukossa D = R2?



INSINOORIMATEMATIIKKA 4U 38

Ratkaisu. z-akselilla (y = 0) on f = f(z,0) = ' — oo, kun =z — oo, joten
f:114 ei ole maksimia. Toisaalta suorallay = z on f = f(x, 1) = —2* — —o0,
kun z — oo, joten f:lli ei ole myGskddn minimié.

PR N S S

T SN
P >

Esimerkki 1.72. Onko funktiolla f(z,y) = 2® + ¢ — 2* — y* suurinta tai
pienintd arvoa joukossa D = R??

Ratkaisu. Kirjoitetaan f(z,y) = (23 —2?) + (y* —y*). Téssi 23 —2* — —oo0,
kun z — 400 ja y® — y* — —oo, kun y — doo. Niinpi pieninti arvoa ei
ole ja toisaalta on olemassa M > 0 siten, ettd 2° — 2% <0, kun |z| > M ja
y® —y* <0, kun |y| > M. Siten f(x,y) < 0 nelién

R={(v,y) eR*: —M <o <M, —-M<y<M}

ulkopuolella. f:n suurin arvo nelivssé (ja siten koko R%:ssa) 16ytyy kriittisestéi
pisteesti:

%:3x2—4x3:x2(3—4m)20
of

Sl gy 4y = 23— 4y) =0
oy W Y y* (3 —4y)

& (z,y) = (0,0), (0,3/4), (3/4,0) tai (3/4,3/4).

£(0,0) = 0, £(0,3/4) = £(3/4,0) = 27/256 ja f(3/4,3/4) = 27/128.
Vastaus. Pienintd arvoa ei ole, suurin arvo on f(3/4,3/4) = 27/128.

Esimerkki 1.73. Ylh&iltd avoimen suorakulmaisen sdrmién muotoisen laa-
tikon tilavuus on V. Miten laatikon mitat on valittava, jotta viiden sivun
yhteenlaskettu pinta-ala olisi mahdollisimman pieni?

Ratkaisu. Merkitdén laatikon pituutta x:114, leveytta y:114 ja korkeutta z:lla,
jolloin pinta-ala on A = xy + 222z 4 2yz. Tilavuus on V' = zyz, josta voidaan
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ratkaista z = V/(xy). Sijoittamalla tdmé pinta-alan lausekkeeseen saadaan
minimoitavaksi kahden muuttujan funktio

2V 2V
Alr,y) =2y + — + —
Yy x

joukossa D = {(z,y) € R*: = >0, y > 0}. Kriittiset pisteet:
9A  av

e _ 2
oz 2 x?y =2V ) 5 2y>0

= = Y= K g =
dy y?

Sijoittamalla timi ylemp#in yhtiloon saadaan » = y = (2V)3 (jolloin
A(x,y) = 3(2V)¥? = Ay ja z = V/(zy) = 2723VY/3 = 1/2). Timin ainoan
kriittisen pisteen tdytyy olla minimipiste, silld A(x,y) — oo, kun (z,y) ldhes-
tyy koordinaattiakselia tai kun ||(x,y)|| — oo. Tarkemmin: valitaan suorakul-
mio R oheisen kuvan mukaisesti siten, ettd sivun I suuntaisen suoran alapuo-
lella 2V /y > Ay, sivun 1I suuntaisen suoran vasemmalla puolella 2V/z > A,
ja muualla D:ssd R:n ulkopuolella xy > Aj. Silloin suorakulmion R ulko-
puolella A(z,y) > Ap ja suljetussa ja rajoitetussa joukossa R saavutettava
jatkuvan funktion A(z,y) minimi on A(z,y):n minimi koko joukossa D.

)
111
II R 1Y
1
T
Vastaus. Laatikon leveydeksi ja pituudeksi on valittava (2V)'/? ja korkeu-

deksi (2V)/3/2.

1.6 Lineaarinen approksimointi ja differentioituvuus
1.6.1 Kahden muuttujan funktiot

Jos reaalifunktio f: R — R on derivoituva pisteessi a, niin

fla+h) = f(a)+ f'(a)h + €e(h)h, (1.74)
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missé €(h) on funktio, jolle e(h) — 0, kun & — 0. Niinpé f:lle saadaan lineaa-
risen funktion L: R — R, L(h) = f'(a)h avulla lineaarinen approksimaatio
pisteen a suhteen:

fla+h) = f(a) + f'(a)h = f(a) + L(h), (1.75)
miké voidaan merkitsemélld x = a+h kirjoittaa muotoon f(z) ~ T'(z), missé

T(x) = f(a) + f'(a)(z — a)

on funktion f linearisointi pisteen a suhteen. Approksimaatiossa tehty virhe
on €(h)h. Virheen suuruuden suhde etéisyyteen a:sta on e(h)h/h = e(h) — 0,
kun A — 0. Lahelld a:ta tehty virhe on siis mitdton suhteessa etiisyyteen
a:sta ja f:n kuvaaja nédyttad likimain tangenttisuoraltaan

y = fla)+ f(a)(z —a).

Osittaisderivaattojen avulla voidaan kahden muuttujan funktiolle f(x,y) kir-
joittaa nyt arviota (1.74) vastaavat arviot pisteen (a,b) suhteen z- ja y-
suunnissa (merkitddn z =a+ h jay =b+k):
of
Flat hb) = F(a.b) + L (a0, b)h + ex()h,

fla,b+ k)= f(a,b) + g—‘;(a, b)k + ex(k)E,

misséd €;(h) — 0, kun A — 0 ja e3(k) — 0, kun & — 0. Pelkki osittaisde-
rivaattojen olemassaolo sitoo funktion kiyttdytymistd kuitenkin vain koor-
dinaattiakselien suunnissa, muissa suunnissa funktio voi kiyttaytyd miten
tahansa. Erityisesti osittaisderivaattojen olemassaolo ei takaa edes funktion
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jatkuvuutta toisin kuin reaalifunktion derivoituvuus. Esimerkiksi téstd kiy

funktion
0, kun zy =0,
flz,y) = .
1 muulloin

(ts. f = 0 koordinaattiakseleilla ja 1 muualla) kiyttdytyminen origossa. Ar-
vion (1.75) vastine kahden muuttujan funktiolle f(x,y) on

fla+h,b+ k) = f(a,b) + L(h, k),

missd L on x- ja y-suuntaisten tangenttisuorien mairadmé lineaarikuvaus
L:R? » R,

L(h, k) = %(a, b)h + Z—ch(a, b)k.

Maésritelma 1.76. Funktio f: R*> — R on differentioituva (differentiable)
pisteessd (a,b), jos f:114 on ko. pisteessd molemmat osittaisderivaatat ja jos

Fla+hb+k) = f(a,b)+ %(a, b)h + g—;(a, bk + e(h, B)||(h, k)|, (1.77)

missé €(h, k) — 0, kun (h, k) — (0,0). Edelleen f on differentioituva, jos se
on differentioituva jokaisessa madrittelyjoukkonsa pisteessa.

Vaaditaan siis, etta ldhelld pistettd (a,b) funktio kiyttédytyy kuten osittais-
derivaattojen méadradmien tangenttisuorien virittdma tangenttitaso

2= fa0) + Loty —a)+ L a by — 1) = T(ay)

ox dy
(ks. luku 1.4.2). Arviota
N of of
fla+h,b+ k)~ f(a,b) + 8x(a’b)h+ 8y(a, b)k (1.78)

eli f(z,y) =~ T(x,y) kutsutaan funktion f tangenttitasoarvioksi tai lineaari-
seksi arvioksi (linear approzimation) ja funktiota T'(xz,y) f:n linearisoinniksi
pisteen (a, b) suhteen. Arviossa tehdyn virheen e(h, k)||(h, k)|| suhde etaisyy-
teen pisteesta (a,b) on

e(h, K)[[(h, K)|
1(h, B

kun (h, k) — (0,0). Pisteitd (a,b) ja (z,y) seké siirtymévektoria (h,k) ha-
vainnollistetaan seuraavassa kuvassa:

=e¢(h,k) =0
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(a,b)

Esimerkki 1.79. Osoita, etti funktio f(z,y) = z3+xy—y on differentioituva
jokaisessa pisteessi (a,b) € R?.
Ratkaisu. Lasketaan ensin osittaisderivaatat:

of af

., — 2 1 A, — _
aI(ﬂ?,y) 3z°+y ja ay(ﬂc,y) r— 1.

Ratkaistaan nyt mééritelmén 1.76 funktio e(h, k) ja osoitetaan, ettd se on
oikeaa muotoa:

fla+h,b+k)— f(a,b) — %(a,b)h— %(a, b)k
=(a+h)?+(a+h)(b+k)—(b+k)—(a®+ab—0b)
— (3a®> + b)h — (a — 1)k

= 3ah® + h® + hk,

joten mééritelmén 1.76 e-funktio on e(h, k) = (3ah® + h® + hk) /V/h? + k2.
On osoitettava, ettd e(h, k) — 0, kun (h, k) — (0,0). Niin on, silla

1] 2 N 1]

< 3lal||h| + h?® + |k| — 0,
kun (h, k) — (0,0).

Esimerkki 1.80. Arvioi funktion f(z,y) = xe¥™ arvoa pisteessi (z,y) =
(2,05, —3,92) sopivalla lineaarisella approksimaatiolla.
Ratkaisu. Muodostetaan lineaarinen arvio (1.78) pisteen (a,b) = (2,—4)
suhteen, jolloin h = xr—a = 2,05—2 = 0,05ja k = y—b = —3,92—(—4) = 0,08.
Osittaisderivaatat ovat

of of

gy (@ y) = (L+227e ja Sl y) = ae T
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joten

of o B

Niinpé arvioksi saadaan

£(2,05, —=3,92) = f(24 0,05, —4 + 0,08)
of of
~ f(2,—4) + —(2,—4)0,05 + —(2,—4)0,08
f(7 )+ax(7 )7 +ay(7 )7
=24+9-0,00+2-0,08 =2,61.

Laskimella oikeaksi nelidesimaaliseksi likiarvoksi ndhdéddn f(2,05, —3,92) ~
2,7192.
1.6.2 Derivaattamatriisi ja n:n muuttujan funktiot

Kahden muuttujan funktion differentioituvuuden mairitelméssi 1.76 lauseke

of of
5 @D+ 5 (0, b)k

voidaan esittdd matriisitulona muodossa

e ][]

Maaritelma 1.81. Olkoon funktiolla f: R®™ — R kaikki osittaisderivaatat
pisteessa x. Matriisia

re=|2Leg - 2l

kutsutaan funktion f derivaattamatriisiksi (derivative matriz) pisteessi X.

Merkitddn x = (x,y), a = (a,b) ja h = (h,k), jolloin x = a + h. Funk-
tion f(z,y) differentioituvuuden méadritelméan yht&lo (1.77) tulee nyt sievddn
muotoon

fa+h) = f(a)+ f'(a)h + e(h)|h],
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k

missd h tulkitaan pystyvektorina h = [ } n:n muuttujan funktiolle merki-

téin h = [hy hy-- - h,|T, jolloin

ha
oo [of, . of of ha
f'(a)h = {a—xl(a) a—@(a) 8xn<a)} :
hy,
0 0 0
_ a—i(a)hl + a—é@hz +ot ax’; (a)hy.

Differentioituvuuden méaéritelma n:n muuttujan funktiolle on siten perustel-
tua asettaa seuraavasti:

Maaritelma 1.82. Funktio f: R™ — R on differentioituva pisteessd a € R",
jos f:1la on pisteessd a kaikki n osittaisderivaattaa ja jos

fa+h) = f(a) + f'(a)h + e(h)[ ], (1.83)

missd €(h) — 0, kun h — 0. Edelleen f on differentioituva, jos se on diffe-
rentioituva jokaisessa pisteessi.

Lineaarikuvausta L: R" — R, L(h) = f’'(a)h kutsutaan funktion derivaa-
taksi pisteessi a. Funktio T: R" — R, T'(x) = f(a) + f'(a)(x — a) on fmn
linearisointi pisteen a suhteen ja arvio

fa+h)~ f(a)+ f'(a)h
eli f(x)~ T'(x) on funktion f lineaarinen approksimaatio pisteen a suhteen.
Esimerkki 1.84. Kirjoitetaan kolmen muuttujan funktion f(z,y,z) linea-
risointi T'(z,y, z) pisteen xo = (xo, Yo, 2z0) suhteen. Merkitddn pistettd x =

(x,y, z) ja erotusvektorin Ax = x — x¢ komponentteja Ax = (Az, Ay, Az),
jolloin z = xg + Az, y = yo + Ay ja z = zg + Az. Nyt

T(x) = f(x0) + ['(x0)Ax

eli
T('I7 Y, Z) = f(x(]a Yo, ZO)
Az
0 0 0
+ a—i(foaymzo) a—£($07y0,20) 8—£($0,y0720) i@;

0 0 0
= f(x0, Y0, 20) + 8_£(x0’ Yo, 20) Az + a—]yc(foa Yo, 20) Ay + a—ﬁ(xoa Yo, 20)Az.
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Esimerkki 1.85. Laske funktion f(x,y, 2) = /= + 2y + 3z linearisointi pis-
teen (2,2, 1) suhteen ja arvioi sen avulla funktion arvoa pisteessa (2,1, 1,8, 1,3).
Ratkaisu. Osittaisderivaatat:

of 1 of 1
9 _ =  Ypo1)==:
or  2¢/x+2y—+3z 81:<’ 1) 6
of 1 of 1
A S = ey =:
Jdy Ve +2y+3z &'L‘(’ 1) 3
of 3 of 1
S =  Yeony==
0z  23/r+2y+ 3z 891;(’ 1) 2
Koska f(2,2,1) = 3, saadaan linearisoinniksi
1 1
T(x,y,2) :3—1—6(1‘—2)4—5@—2)4——(2—1)
RSN T S
6 T3 T
ja siten kysytty arvio on
1 1 1 3
f1 18, 13) m T(21,18,13) = 21+ 3 - 18+ 5 - 13+ S~ 3.1

Voitaisiin laskea my6s suoraan erotuksia Ar =2,1-2=0,1, Ay =1,8—2 =
—0,2ja Az =1,3—1=0,3 kiyttéen:
1

1 1
f21,18 13) ~3+ 01— 202+ 5-03=31

Monissa sovelluksissa linearisointia kidytetddn virheen arvioimiseen.
Esimerkki 1.86. Valmistetaan kuutio, jonka sirmien pituuksiksi mitataan

%0, Yo ja zo (mm). Jos ndiden mittojen virheet ovat Az, Ay ja Az (mm), niin
oikeat mitat ovat

T =1x9+ Ax,
y =y + Ay,
z=2z9+ Az.
Tilavuuden V' = V(x,y,z) = xyz virhettid eli oikean arvon V(z,y,z2) ja

mitatun arvon V' (zo, yo, 20) erotusta voidaan arvioida

AV = V([E, Y, Z) - V(ZE07 Yo, ZO)
ov ov ov
~ %(xoa Yo, 20) Az + a—y(%, Yo, 20) Ay + 5(3707 Yo, 20) Az

= Yo20Ax + To20Ay + Ty Az.
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a) Sdrmien pituuksiksi mitataan xg = yo = zo = 100 mm yhden millimetrin
tarkkuudella. Arvioi tilavuuden V' virhettd AV.
Ratkaisu. Nyt |Az| <1, |Ay| < 1ja|Az] <1ja

AV == yozoAx + 1020Ay + xoyoAz = 10 000(Az + Ay + Az), (1.87)
joten kolmioepayhtélon nojalla
|AV| < 10 000(|Az| + |Ay| + |Az|) <10 000(1 4+ 1 + 1) = 30 000.

Koska 17(100, 100, 100) = 1 000 000, niin tilavuudelle V' saadaan arvio
97 000 <V <1030 000, ts. V' =1 000 000 = 30 000 mm?.
b) Jos z mitataan 1 %:n tarkkuudella, y 2 %:n tarkkuudella ja z 3 %:mn
tarkkuudella, niin arvioi tilavuuden suhteellista virhetta.
Ratkaisu. Nyt |Az|/|z| < 0,01, |Ay|/|y| < 0,02 ja |Az|/|z| < 0,03 ja koska
V' = zyz, niin yhtélon (1.87) nojalla (arvioidaan tissd xo ~ x, yo ~ y ja
20 & 2)

AV Ax Ay Az

e e

Vv x Y z
Kolmioepayhtilon nojalla

[AV]  |Az] | |Ay] | |Az]

< + < 0,01+ 0,02 + 0,03 = 0,06,
L N 7 B K

joten V:n suhteellisen virheen arvioidaan olevan korkeintaan 6 %.

Lause 1.88. Pisteessi a € R" differentioituva funktio f: R™ — R on jatkuva
pisteessa a.

Todistus. f(a+h)= f(a)+ f'(a)h+ ¢(h)||h|| — f(a), kun h — 0. O

Funktion toteaminen differentioituvaksi suoraan maéaritelméas kdyttien on
hankalaa. Usein sovelluksissa funktion osittaisderivaatat ovat jatkuvia, mikéi
seuraavan lauseen mukaan riittdd takaamaan differentioituvuuden.

Maaritelma 1.89. Jos funktiolla f: R®™ — R on jatkuvat osittaisderivaa-

tat g—fi(x), niin sanotaan, ettd f on jatkuvasti differentioituva (continuously
differentiable).

Lause 1.90. Jatkuvasti differentioituva funktio f: R™ — R on differentioi-
tuva.
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Todistus. Todistetaan viite kahden muuttujan funktiolle f: R*> — R (n:mn
muuttujan tapaus vastaavasti). Tarkastellaan f:n differentioituvuutta pis-
teessé (a, b):

fla+h,b+ k) — f(a,b)
=[fla+h,b+k)— fla+h,b)]+[f(a+ h,b) — f(a,b)]

gg(a+h b+t1)k} + {g

e (a,b)h + €1 (h)h]| .

Téssd ensimmaéisessd hakasulkulausekkeessa on sovellettu differentiaalilas-
kennan viliarvolausetta |11, lause 5.51] funktioon ¢(t) = f(a+h,b+t) valilld
[0, k] tai [k, 0] (riippuen k:n etumerkistd). Luku ¢; on 0:n ja k:n vélissi ja riip-
puu seké h:sta ettd k:sta, ts. t1 = t1(h, k). Toisessa hakasulkulausekkeessa on
kirjoitettu 051ttalsderlvaatan 9 miaritelmé pisteessi (a,b). Vertaa sivun 42

o
kuvaan. Koska on jatkuva, niin
0 0
a:j;( +h b—f—tl) ajyc(a,b)—}—q(h,tl),

missd €(h,t;) — 0, kun (h,t;) — (0,0). Koska ¢, on O:n ja k:n vilissé, niin
(h,t1) — (0,0), ja siten ey(h,t1) — 0, kun (h, k) — (0,0). Nyt

%(a, b)h + %(a, b)k + er(h)h + e2(h, t1)k.

f(a+h,b+/<:)—f(a,b):ax o

On osoitettava, ettd virhetermi on oikeaa muotoa, ts. etté jos valitaan e(h, k)
siten, etta

El(h)h + €2<h7 tl)k = €(h7 k)”(ha k)”a
niin €(h, k) — 0, kun (h, k) — (0,0). Néin on, silld

b+l th] o0 L
1(h, B = R

< ler(R)] + |ea(h, t1)] — 0,

4]
VLR

le(h, k)| = + |ea(h, 1))

kun (h, k) — (0,0). O

Esimerkki 1.91. Esimerkissa 1.79 funktio f(z,y) = 2® + xy — y todistet-
tiin differentioituvaksi kdyttden differentioituvuuden maéaaritelmad. Lauseen
1.90 mukaan f:n osoittamiseksi differentioituvaksi riittdd todeta, ettd f:n
osittaisderivaatat f.(z,y) = 32% + y ja f,(z,y) = x — 1 ovat jatkuvia.
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1.7 Vektoriarvoiset funktiot ja ketjusiaanto

Vektoriarvoinen funktio eli kuvaus (mappnig) F: R" — R™, m > 1, kuvaa
alkion x € R™ alkioksi F'(x) € R™. Merkitdén

F(x) = (f1(x), f2(x), -, fn(X))-

Reaaliarvoiset funktiot fi, fo, ..., fi.: R™ — R ovat F::n koordinaattifunktior-
ta (komponenttifunktioita).

Esimerkki 1.92. Kuvaus F': R? — R?, F(r,0) = (rcosf,rsinf) on napa-
koordinaattikuvaus, joka ilmoittaa napakoordinaateissa (r, §) annetun pisteen
xy-koordinaateissa © = x(r,0) = rcosf ja y = y(r,0) = rsinb.

Jos n jam < 3, saattaa funktion F': R" — R™ kiyttaytymisen havainnol-
listaminen olla mahdollista kuvan avulla. Esimerkiksi jos F': R?> — R2, voi
sopivien kéyrien C' ja niitd vastaavien kuvajoukkojen F(C') piirtdminen aut-
taa.

Esimerkki 1.93. a) Olkoon F': R*? — R?, F(z,y) = (2z,y). Kukin origo-
keskinen ympyra kuvautuu origokeskiseksi ellipsiksi. Itse asiassa F' on line-
aarikuvaus, joka venyttdd z-suunnassa. Katso lisdd esimerkkeja venyttavis-
td, kutistavista, kiertivistd ja vinouttavista lineaarikuvauksista R? — R? ja
R3 — R? kurssilta Insinédrimatematiikka 2u.

) 1 0 1 2 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
X X

b) Olkoon F: R? — R% F(z,y) = (x,2%). Kukin suora y = ¢ kuvautuu
kiyriksi y = cx?. Voidaan ajatella, etté joukossa {(z,y) e R?: —1 <z < 1}
kuvaus puristaa kohti z-akselia ja joukossa {(z,y) € R*: z < —1 taiz > 1}
kuvaus venyttad poispain x-akselista.
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2 2
1 1
F
> 0 > 0
-1 1
o o ; » 2 i 0 1 2
X X

Tapauksissa F': R? — R? ja F': R® — R?® F voidaan tulkita vektorikentiksi,
jota voidaan havainnollistaa piirtdmélla sopivin valein pisteisiin x vektorit
F(x). Vektorikenttid tutkitaan tarkemmin opintojaksolla Vektorianalyysi.

Esimerkki 1.94. Piirrd kuva vektorikentéstd a) F(z,y) = (—vy,z),

b) negatiivisen pistevarauksen sihkokentdstd F(x) = —c——= (¢ > 0).

x1°

Ratkaisu. a) Lasketaan F:n arvot esimerkiksi pisteissa (1, 1), (1,2), (2,1)
ja (2,2) ja piirretdén kuvavektorit ko. pisteisiin:

y
( ; ) FEX) )=(-1,1)

1,1 | F(1,1) =(—1,1 i
(1,2) | F(1,2) = (-2,1)
(2,1) | F(2,1) = (—1,2) 1
(2,2) | F(2,2) = (-2,2) \

—tt—

Kentén F piirtdmiseksi tarkemmin (vasemmanpuoleinen kuva alla) on lasket-
tu enemman pisteitd ja skaalattu luettavuuden parantamiseksi kuvavektorei-
ta kertoimella 0,5. Kentta voisi olla esimerkiksi vastapiivian origon ympéri
tapahtuvan tasaisen pyorimisliikkeen nopeuskentta.

Y

e
Voo

/

N
o

b\

v 1

v
R

\\

> N
=

X

.
-

-
\/

/\\\

NP

\
\
N \
N
—_—.
/

1
/7,
. ;\\/T
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b) Muokataan kentéin lauseketta:

X C X

—c =— .
el i i

E(x) =

Téssé vektori x/||x|| on ykkosen mittainen ja osoittaa origosta poispéin. Ku-
vavektoreiden F(x) pituus eli kentdn voimakkuus on

c X c X c
15601 = |- | = |- - o
[ {]<l [ Il ]
Téssd kiytettiin normin ominaisuutta ||av|| = |a|||v||, ks. [16, Thm 1.3]. Ker-

roin ¢/||x||* kertoo siis, ettd kentin voimakkuus on kiifintiden verrannollinen
etdisyyden ||x|| nelioén. Miinusmerkki kdéntad vektorit kohti origoa. Kenttéa
E: R?® — R3 kuvataan oikeanpuoleisessa kuvassa.

1.7.1 Raja-arvo ja jatkuvuus

Vektoriarvoisen funktion raja-arvo ja jatkuvuus méaritellddn samaan tapaan
kuin reaaliarvoisen funktionkin (vrt. mééritelmét 1.24 ja 1.35). Nyt vain
kuvapuolella kiytetdédn itseisarvon | - | sijasta normia || - ||.

Maaritelma 1.95. Olkoon F': R® — R™ ja olkoon a € R™ F:n maérittely-
joukon D C R™ kasautumispiste. Talléin funktiolla F' on raja-arvo L € R™
pisteessid a, merkitadn

L = lim F(x) tai F(x) — L, kun x — a,

X—a

jos jokaisella € > 0 on olemassa § > 0 siten, ettd
xe€Djal<|x—al<d=|F(x)— L] <e. (1.96)

Madaritelmén ehto (1.96) tarkoittaa, ettd a-keskinen J-sdteinen punkteerattu
pallo (tai tarkalleen ottaen punkteeratun pallon ja D:n leikkaus) kuvautuu
L-keskiseen e-siteiseen palloon, ts.

F(B(a,d) \ {a}) C B(L,e¢).

Téssd B(a,0) C R ja B(L,e) C R™. Kaaviokuva tapauksesta n = m = 2:
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T -~ -

F(B(a,0) \ {a})

Raja-arvon maéiritelméssd [F:n ei tarvitse olla méadritelty pisteessa a. Jos
kuitenkin on, voidaan kysyé, onko raja-arvo sama kuin funktion arvo:

Maaritelma 1.97. Olkoon F: R™ — R™ ja olkoon a € D F:n maérittely-
joukon D kasautumispiste. Talloin F' on jatkuva pisteessd a, jos

F(a) = lim F(x).

X—a

Jos F on jatkuva kaikissa D:n pisteissé, niin F' on jatkuva. (Sovitaan, ettd
D:n muissa pisteissé kuin kasautumispisteissd F' on jatkuva.)

Usein jatkuvuuden médritelmé esitetdin seuraavassa ed-muodossa.

Lause 1.98. F': R® — R™ on on jatkuva mddrittelyjoukon D kasautumis-
pisteessd a jos ja vain jos jokaisella € > 0 on olemassa 6 > 0 siten, ettd

x€Dja|x—al|l<d=|F(x)—F(a)|| <e.

Todistus. Seuraa suoraan méadritelmista 1.95 ja 1.97. [

Vektoriarvoisen funktion raja-arvon ja jatkuvuuden tarkastelu palautuu koor-
dinaattifunktioiden tarkasteluun.

Lause 1.99. Olkoon F = (f1,..., fm): R" — R™. Talloin

(1) lim Foo) = (tim fi(x). ... lim fu())

X—a

(2) F on jatkuva pisteessd a jos ja vain jos jokainen koordinaattifunktio
fi on jatkuva pisteessdi a.
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Todistus. (1) On osoitettava, ettd on olemassa lim F(x) = L = (L1,..., Ly,)
X—a
jos ja vain jos on olemassa lim f;(x) = L; kaikilla i € {1,... ,m}.
X—a

”=" Olkoon € > 0. T4lléin on olemassa 6 > 0 siten, ettd ||F(x) — L|| < €
aina kun 0 < ||x — a|| <. Jos nyt ¢ € {1,...,m}, niin

|fi(x) = Lil = V/(fi(x) — Li)?

<V(fi(x) = L1)2+ -+ (f(x) — L)
= ||F(x) - L|| <e

aina kun 0 < ||x — a|| < 4, eli on olemassa lim f;(x) = L;.
X—a

7«<" Olkoon e¢ > 0. Télloin jokaisella i € {1,...,m} on olemassa §; > 0
siten, ettd |fi(x) — L;i| < €/y/m aina kun 0 < ||x — al| < ;. Asetetaan
0 = min{dy,..., 6, }. Nyt

1F(x) = LIl = V/(fi(x) — Ll) At (fn(x) = Lin)?

€2
m— =c€
m m

aina kun 0 < ||x — a|| < 4, eli on olemassa lim F'(x) = L.
X—a

(2) Seuraa kohdasta (1). O

Esimerkki 1.100. Funktio F': R® — R2,

:U2+y2
T —z

F(z,y,2) = ( , ln($+yz)>

on jatkuva midrittelyjoukossaan D = {(z,y,2) € R®: x # z jax +yz > 0}.

Jatkuvien funktioiden summa on jatkuva ja samoin reaaliluvulla kerrottu
jatkuva funktio.

Lause 1.101. Jos A € R ja funktiot F': R — R™ ja G: R"™ — R™ owat
jatkuvia pisteessd a, niin myoés funktiot F + G ja NF ovat jatkuvia pisteessd
a.

Todistus. Komponenttifunktiot ovat jatkuvia lauseen lauseen 1.36 nojalla,
jolloin lauseen 1.99 mukaan funktiot ovat jatkuvia. O]

Lause 1.102. Olkoon G: R™ — RP jatkuva pisteessi a € R™ ja
F:RP — R™ jatkuva pisteessi G(a) € RP. Talldin yhdistetty funktio
FoG:R" - R™ (FoG)(x)=F(G(x)) on jatkuva pisteessd a.
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R" e RP Ia R™

a G(a) F(G(a))

Todistus. Samaan tapaan kuin reaalifunktioille [11, lause 4.12]; korvaa itseis-
arvo | - | normilla || - ||. O
1.7.2 Differentioituvuus

Luvussa 1.6 reaaliarvoista funktiota f: R™ — R approksimoitiin pisteen a €
R™ suhteen deritaattamatriisia kiyttéien:

fla+h)~ f(a) + f'(a)h,

missé
hy
! _ af af af . . h2
fla)= O 2 85E2(a &L“n(a) o h= :
h,

Yleistetadn derivaattamatriisi, differentioituvuus ja lineaarinen approksimoin-
ti funktiolle F': R™ — R™.

Maééritelma 1.103. Olkoon funktion F' = (fy,..., fi): R® — R™ kaikilla

. pisteessi x. m X n

7

koordinaattifunktioilla f; kaikki osittaisderivaatat

-matriisia
[ 0f1 df1 Oft, ]
8_x1 (x) 3_:702 (x) - Bz, (x)
dfs 0 fo Jfs
F'(x) = 8_3:1(X) a—xz(x) B 7 (x)
8fn; 8fn; 8fn;
_8_331(X) 8_932 (x) - P (X)_

kutsutaan funktion F' derivaattamatriisiksi eli Jacobin matriisiksi (derivative
matriz, Jacobian matriz) pisteessd x. Derivaattamatriisille kiytetddn myos
merkintdd DF(x).



INSINOORIMATEMATIIKKA 4U 54

of
Merkintdd D; f;(x) = i(X) kiyttden voidaan kirjoittaa

(91:2-
Difi(x) Dafi(x) -+ Dnpfi(x)
- [P DG B
lem(X) D2fm(X) anm<x)
Nyt (kerro matriisin F”’(a) rivit pystyvektorilla h)
[0 9, 9, 1
D+ L @ 4+ L @
dfs dfa dfs fi(@)h
()b — Tm(a)hﬁra—@( Yha + "Jr&%( )hn _ fé(:a)h
3 ‘(@)
df,, df, O fn
a—il(a)hl + a—i(a)hg + -+ ain (a)hy,
ja siten
Si(a) fi(a)h fi(a) + fi(a)h
f2(a) fi(a)h fo(a) + f3(a)h

F(a)+ F'(a)h = Co |t : = : . (1.105)
fn(a) fr(a)h fn(a) + fr(a)h

Summa F'(a)+ F’(a)h on n x 1-matriisi, jonka alkioina ovat F:n koordinaat-
tifunktioiden f; lineaariset approksimaatiot pisteen a € R" suhteen. Niinpé
médrittelemme:

Maaritelma 1.106. Funktio F': R® — R™ on differentioituva pisteessi a,
jos F'n kaikilla koordinaattifunktioilla on kaikki osittaisderivaatat pisteessi
a ja jos

F(a+h) = F(a)+ F'(a)h + £(h)| hl], (1.107)
missd £: R" — R™ on funktio, jolle £(h) — 0, kun h — 0. Edelleen F

on differentioituva, jos se on differentioituva jokaisessa méarittelyjoukkonsa
pisteessa.

Lineaarikuvausta L: R" — R™, L(h) = F'(a)h kutsutaan funktion F' de-
rivaataksi (derivative) pisteessd a. Jos merkitddn x = a + h, niin funktio
T:R* = R™,

T(x)=F(a)+ F'(a)(x —a) (1.108)
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on F:n linearisointi pisteen a suhteen ja arvio
F(a+h) =~ F(a)+ F'(a)h (1.109)
eli F(x) ~ T(x) on funktion F' lineaarinen approksimaatio pisteen a suhteen.

Esimerkki 1.110. Olkoon F: R? — R?, F(z,y,2) = (2* +yz, y* — zIn2).
Kirjoita F:n lineaarisointi pisteen (2,2,1) suhteen ja arvioi silli F:n arvoa
pisteessi (1,98, 2,01, 1,03).

Ratkaisu. Lasketaan derivaattamatriisi:

0 0 0
F/(Q},y,Z): ! Y : :|: 2 : J :|7
o O Of| -z 2
or Oy 0z
joten
, 41 2
F(2,2,1)_{0 4 _2}.

Koska F'(2,2,1) = (6,4), niin linearisoinniksi (1.108) saadaan

T —2
6 4 1 2 6 dor +y+ 22— 12
T(x’y’z>:[4]+[o 4 —2} y-2 :[4]+{ 4y—22—6]
z—1
_[4x+y+2z—6

4y—2z—2] =(dr+y+2z—6, 4y — 2z —2).

Téssd matriisitulon (ja summan) laskemista varten vektorit taytyy kirjoit-
taa pystyvektoreina. Funktion lauseke voidaan lopuksi ilmoittaa pysty- tai
vaakavektorina. Kysytty arvio on nyt

F(1,98, 2,01, 1,03) ~ 7(1,98, 2,01, 1,03)
=(4-198+2,01+2-1,03—4,201—-2-1,03—-2) = (5,99, 3,98).
Voitaisiin laskea my06s suoraan erotuksia Ax = 1,98—2 = —0,02, Ay = 2,01—

2=0,01ja Az=1,03—1= 0,03 kilyttden: merkitdin h = [Am Ay AZ]T,
jolloin arvio (1.109) on

—0,02
F(1,98, 2,01, 1,03) ~ m + {é i _22] 0,01 = [?gg] )
0,03 ’

Tulosta voi verrata oikeaan nelidesimaaliseen likiarvoon F'(1,98, 2,01, 1,03) ~
(5,9907, 3,9816).
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Voidaan osoittaa, ettd lineaarinen approksimaatio toimii vain differentioitu-
ville funktioille ja derivaattamatriisille:

Lause 1.111. F': R" — R™ on differentioituva pisteessd a jos ja vain jos
on olemassa m X n-matriisi M, jolle

F(a+h) = F(a) + Mh+ &(h)|h],
missd £(h) — 0, kun h — 0. Tdllgin M = F'(a).

Huomautus 1.112. Differentioituvuuden mééritelmén ehto (1.107) voidaan
esittdd yhtapitavasti erotusosamaidramuodossa

lim F(a+h)— F(a) — F'(a)h

=0.
h—0 ||h|

Lause 1.113. Differentioituva funktio F: R™ — R™ on jatkuva.
Todistus. Samaan tapaan kuin lause 1.88. O

Lause 1.114. Funktio F' = (f1,..., fm): R™ — R™ on differentioituva pis-
teessd a € R™ jos ja vain jos jokainen koordinaattifunktio f; on differentio:-
tuva pisteessd a.

Todistus. Merkitse £(h) = [e(h) --- em(h)]T ja kirjoita yhtélo (1.107)
komponenteittain yhtdlod (1.105) kiyttéden. O

Kéytdnndssa funktion F' differentioituvuus todetaan osittaisderivaattojen avul-
la:

Maaritelma 1.115. Jos funktion F: R” — R™ kaikkien koordinaattifunk-
tioiden f; kaikki osittaisderivaatat 3—f? ovat jatkuvia, niin F' on jatkuvasti

ox;
differentioituva.

Lause 1.116. Jos funktio F: R" — R™ on jatkuvasti differentioituva, niin
F on differentioituva.

Todistus. Seuraa lauseista 1.114 ja 1.90. ]

Kédnteinen viite ei pade: F' voi olla differentioituva pisteessa a, jossa kaikki
osittaisderivaatat eivit ole jatkuvia. Yhteenvetona todetaan, etti seuraavat
implikaatiot patevit, mutta kianteiset viitteet eivit pade:
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F on jatkuvasti differentioituva

U
F on differentioituva
Y 4
F on jatkuva Koordinaattifunktioilla f; on kaikki osittaisderivaatat

1.7.3 Ketjusaidnto

Lause 1.117 (Ketjusddnto, Chain Rule). Olkoon G: R" — R? differentioi-
tuva pisteessi a € R" ja F: RP — R™ differentioituva pisteessi G(a) € RP.
Tdlloin yhdistetty funktio H = F o G: R" — R™, H(x) = F(G(x)) on diffe-

rentioituva pisteessd a ja

H'(a) = F'(G(a))G'(a). (1.118)

R* 5 R L R"

Todistus. Kaytetddn ensin G:n differentioituvuutta pisteessa a ja sitten F:n
differentioituvuutta pisteessd G(a):

F(Gla+h)) = F(G(a) + G'(a)h + SG(h)||hH/)

(G(a)) (G(a)) +Ep(k)[K|
G'(a)h + F(G(a))Eq(h) [ + £r (k) [K]|
—E(b)|Ih]

F(G(a)) + F'(G(a))G'(a)h + E(h) b,

missd £(h) — 0, kun h — 0. Soveltamalla lausetta 1.111 n&hd&én, ettd FoG

on differentioituva a:ssa ja ettd derivaattamatriisi on M = F'(G(a))G'(a).
[

Esimerkki 1.119. Olkoon G: R® — R3 G(x,y,2) = (zz, vy, y2*)ja F: R? —
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R? F(u,v,w) = (sin(u + w), uvv*w). Nyt

z 0 =
Gz,y,z)= |y = 0| ja
0 22 2yz
F'(u,v,w) = COS(UZJ_w) 2u(21w COS(ZZU—;w)}’

joten
(FoG)(z,y,2) = F'(G(x,y,2))G (z,y, 2)

B {cos(mz + y2?%) 0 cos(zz + yzz)l =0

2,3.2 2,2.3 3,2 y =z 0

Yz 2x°y“z oYz 0 22 2z
_|zcos(zz +y2?) z2cos(zz +yz?) (z+2yz) COS((L’Z +yz )
- 31.2 3 3 3373?/223 31.3

Lasku voidaan tarkastaa muodostamalla ensin yhdistetyn funktion lauseke
(FoG)(z,y,2) = (sin(zz + yz?), 2%y*2?%)

ja muodostamalla télle derivaattamatriisi suoraan méaaritelmaa 1.103 kayt-
tden. Kokeile!

Kirjoittamalla matriisitulo (1.118) auki saadaan mm. seuraavat usein esiin-
tyvat erikoistapaukset:

Tapaus n=m =1, p=3.

Olkoon r: R — R?, r(t) = (x(t),y(t),z(t)) ja [: R = R, f = f(z,y,2).
Té&ll6in yhdistetty funktlo w(t) = f(r(t)) on reaalifunktio ja saadaan ket-
jusaanto

]
dt
dw v | OF OfF Of] | dy
= oo = |50 LS b
%
L dt
ts.
dw_@fd:c 8fdy 6fdz
dt — Oxdt ' dydt ' 0zdt (1.120)

Tapaus n =3, p=m=1.



INSINOORIMATEMATIIKKA 4U 59

Olkoon u: R* = R, u = u(z,y,2) ja f: R = R, f = f(u). Tilloin yhdistetyn
funktion w(z,y, 2) = f(u(x,y, z)) derivaattamatriisi on

du Ou 9
w'(z,y, 2) = fulz,y, 2))u'(z,y, 2) = [%} {a_z a_z a_ﬂ

df ou df ou df ou
dudz du 8y du 9z

mistd voidaan poimia w:n osittaisderivaatat

ow  df du 8w_df8u ) 8w_df@u

Or  dudr’ Oy  dudy B, T oz (1.121)

Tapaus n =2, p=3, m = 1.

Olkoon G: R? — R3 G(u,v) = (z(u,v),y(u,v), z(u,v)) ja f: R® — R,
f = flz,y,z). Tallom yhdistetyn funktion w(u,v) = f(G(u,v)) derivaat-
tamatriisi on

_ 8_:1: @ -
ou Ov
af of of ] Jdy Oy

w/(u,v):f’(G(u,v))G'(u,v):{% 9 2-| |7a 2w
0z 0z

LOu dv ]
0f0x  0fdy 0f0z Ofdx Ofdy  0f0z
Oz Ou 83/ Ou ' 0z0u Oz dv ay ov ' 9z 0v

joten w:n osittaisderivaatat ovat

ow 8f8x 8f8y 8f82
ou Oz ou 8y8u 9z du
ow 8f8x+8f8y+8f8z
ov Oz dv  Oydv 9z 0v

(1.122)

Esimerkki 1.123. Olkoon x = uv jay = u—v, missi u = s+t jav = s2+12.
dy

ox
Laske — —
aseajaat

Ratkaisu. Kiytetdin ketjusddntod samaan tapaan kuin edellé.
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x
U v

S t

Muistisddnndksi voidaan rakentaa kuvan mukainen riippuvuuskaavio:  riip-
puu u:sta ja v:sta, u s:ta ja t:std sekd v s:td ja t:std, joten

ox B Orou Oxdv

ds  Ouds =v-ltu-2s=(s" 41 £)2s = 35> + 2st + 2.
0s 3u88+81)85 tu-2s=(s"+1t°)+ (s +1)2s s+ 2st +

Samaan tapaan lasketaan

8y 8y ou 8y ov

9t " ouot Tovar LT

ox ., 0
Laske vastaavalla tavoin myd6s osittaisderivaatat En ja 8_y
S

Aina voidaan kiyttdd myds matriisituloa: merkitiin G(s,t) = (s +t, s* +

) = (u(s,t), v(s,t)) ja F(u,v) = (uwv, u —v) = (x(u,v), y(u,v)). Niiden
derivaattamatriisit ovat

Oxr Ox ou Ou
/ _ouw ov| _ v ow] . , Clas ot 11
F('LL,U) - @ @ - |:1 _1:| Ja‘ G(S7t> - @ @ - |:23 2t1 )
ou Ov ds Ot
joten
, - , o [sP 2 s+t 11
o6y = P - 7T )]
Oxr Ox
3+ 2st +t* $2+3t*+2st]  |9s Ot
1—2s 1—2t oy oy’
ds ot
josta kaikki osittaisderivaatat — v O 8y ja @ voidaan lukea.

s’ Ot ds " ot
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Esimerkki 1.124. Oletetaan, ettd ilmakehéin lAmpdtila pisteessd (x,y, 2)

(km) on -
T(ay,2) = 72 (O

ja ettd ilmapalloon kiinnitetty sadidluotain kulkee pitkin kdyraa

r(t) = (t, 2t, t —t*) (km),

missd ajan ¢ yksikkond on tunti (0 < ¢ < 1). Laske sddluotaimen kokema
lampotilan muutosnopeus ajan funktiona hetkelld ¢t = 1/2.
Ratkaisu. Ketjusaannolla (ks. kuva)

dI'  0T'de O0T'dy 0Tdz vy x xy

- == - = 2 — 1—12t).
dt  Ox dt 8ydt+8zdt 1+z+ 1+2 (1+z)2( )

Ajanhetkelld t =1/2onx=t=1/2, y=2t =1ja z=1t—t> = 1/4, joten

ar 4 4 8
=4 =—-=1 °C/h).
i 5+5+0 : 6 (°C/h)

/TN
N7

T

T ) z

t

Esimerkki 1.125. Oletetaan, ettd kaasundyte noudattaa ideaalikaasun ti-
lanyhtdlod pV = nRT. Tarkasteluhetkelld tilavuus V' = 10 1, paine p =
2 atm ja lampotila T' = 300 K. Ainem&ard n ja kaasuvakio R ovat vakioita.
Tiedetédén, ettd paine kasvaa 1 atm/min ja lampétila kasvaa 10 K/min. Mika
on tilavuuden muutosnopeus ajan funktiona kyseiselld ajanhetkella?

Ratkaisu. Alkutilanteen perusteella ratkaistaan nR = pV/T = 2-10/300 =

1/15, joten
T 17T
V=V({pT)=nR—=——
»,T) =n PR T

missi p ja T ovat ajan ¢t (min) funktiota: p = p(t) ja T = T'(t). Ketjusidnnolla
dv 0Vdp OVdT 1 Tdp 1 1dT

Gt opdt ToTdt . Lphdt 15pdt
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d
Sijoittamalla tdhén p = 2, T = 300, d_]t) =1ja i 10 saadaan vastaukseksi
av 1300 11
=———+——-10~ —4,7 (I/min).

dt 15 22 ' 152

Huomautus 1.126. Esimerkissid 1.124 x(¢):n, y(¢):n ja z(¢):n lausekkeet
tunnetaan, joten oltaisiin voitu sijoittaa ne T'(z,y, z):n lausekkeeseen ja deri-
voida nédin saatu yhden muuttujan funktio ¢:n suhteen. Kokeile! Esimerkissé
1.125 tunnetaan p(t):n ja 7'(t):n muutosnopeudet, mutta ei niiden lausekkei-
ta, joten on pakko kiyttad kahden muuttujan funktion ketjusddntoa.

1.7.4 Kéianteiskuvauslause

Kerrataan aluksi reaalifunktioita f: R — R. Oletetaan, ettd f on derivoituva
ja etti derivaatta on jatkuva. Oletetaan lisdksi, ettd f'(a) # 0 jollakin a €
R. Talloin f'(x) < 0 tai f'(z) > 0 jossakin a:n ympéristossi (zo,z1), ja
f on siten aidosti kasvava tai aidosti viheneva vélilla (xg,zq). Niinpd f:114
on kidnteisfunktio f~! ko. vililli. Lisiksi ki#inteisfunktio on derivoituva ja
Insin6orimatematiikka 1u:lta muistetaan, ettd

1y _
() (f(a) = f’(a)‘

Tama tulos yleistyy seuraavasti kuvauksille /': R” — R™:

Lause 1.127 (Kéanteiskuvauslause). Jos F': R® — R" on jatkuvasti diffe-
rentioiluva ja pisteessi a € R™ on det(F'(a)) # 0, niin jossakin a:n ympi-
ristissi U rajoittuma F: U — F(U) on bijektio, jonka kiinteiskuvaus F~*
on myos jatkuvasti differentioituva. Lisdikst

(FY(F(a)) = F'(a)". (1.128)

Todistuksen idea. a) Kiianteiskuvauksen F~! olemassaolo:
F:n differentioituvuuden nojalla

F(x) =~ F(a) + F'(a)(x —a) = (F(a) —VF’(a)a) +F'(a)x.

Koska det(F'(a)) # 0, niin matriisi F’(a) on kidntyvé, ja siten lineaariku-
vaus L(x) = F’(a)x on kiidntyva. Niinpa my6s F on bijektio ldhelld pistetta
a (arvion "~" tarkempi késittely sivuutetaan).

b) Kaava: Koska yhdistetty kuvaus (F~! o F)(x) = x on identtinen funktio,
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niin sen derivaattamatriisi on jokaisessa pisteessi (erityisesti a:ssa) yksikko-
matriisi /. Ketjusddnnolla saadaan siten

I=(FoF)(a)=(F")(F(a)F'(a),

josta vaitetty kaava seuraa kertomalla yhtilo puolittain oikealta kidnteismat-
riisilla F”(a)~!. O

Lauseessa esiintyvid determinanttia kutsutaan Jacobin determinantiksi (Jaco-
bian) ja merkitaan
Jp(x) = det(F'(x)).

Palataan em. reaalifunktioon f: R — R. Léhelld a:ta f:44 voidaan approk-
simoida tangenttisuorallaan, jonka kulmakerroin on f’(a). a:n sisdltdvén pie-
nen vélin [ kuvan f(I) pituus on siis noin |f’(a)| kertaa I:n pituus.

Jatkuvasti differentioituvalle funktiolle F': R? — R? pitee vastaava tulos.
F:44 voidaan lahelli pistetti a approksimoida lineaarikuvauksen L: R? — R?
avulla. Merkitddn L:n matriisia M:1l4. Silloin kuvajoukon L(A) pinta-ala on
| det(M)|-kertainen joukon A C R? pinta-alaan verrattuna (ks. Insindérima-
tematiikka 2u). Niinpd a:n siséltdvin pienen joukon A C R? kuvan F(A)
pinta-ala on noin |Jg(a)| kertaa Am pinta-ala. Lukua |Jp(a)| kutsutaan
funktiolle F': R? — R? pinta-alan suurennussuhteeksi. Vastaavasti funktiolle
F: R? — R?® Jacobin determinantin itseisarvo |Jp(a)| on tilavuuden suuren-
nussuhde.

1.8 Suunnattu derivaatta ja gradientti

Korvaamalla kantavektori e; mielivaltaisella yksikkévektorilla e osittaisderi-
vaatan madritelméssa 1.46 voidaan funktion muutosnopeutta tutkia muissa-
kin kuin koordinaattiakselien suunnissa:

Maaritelma 1.129. Funktion f: R” — R suunnattu derivaatta eli suuntais-
derivaatta (directional derivative) pisteessi x € R" yksikkovektorin e € R”
suuntaan on

(mikéli raja-arvo on olemassa).

, . aof

Jos edelld e = e;, niin D f(x) = 8_(X)
x

Differentioituvalla funktiolla on maaritelmin 1.82 mukaan kaikki osittais-
derivaatat. Silld on myos kaikki suunnatut derivaatat ja ne voidaan laskea
osittaisderivaattojen avulla:
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Lause 1.130. Olkoon f: R™ — R differentioituva pisteessi x € R™. Tdlloin
suunnattu derivaatta Def(X) on olemassa jokaiseen suuntaan e € R™, |le|| =
1, ja

Def(x) = f'(x)e.
Todistus. Kiinnitetadn yksikkvektori e ja merkitdin h = he. Talloin ||h|| =

|h|. Kéytetddn nédita merkint6ja ja ratkaistaan e(h) differentioituvuuden mééa-
ritelmén yhtilossd (1.83):

(h) = f(x+ he) —’J;L(lx) —f’(x)he.

lim e(h) = 0, josta seuraa
h—0

0 = lim
h—0 h
f(x+he) — f(x) :
- (}Ji% h ) — e
= Def(x) — f'(x)e. O

Suunnatun derivaatan madritelméssid ja lauseessa 1.130 on oleellista, ettd
vektorin e pituus on 1. Tarvittaessa suuntavektori on normeerattava.
Kainteinen tulos ei pdde: esimerkiksi funktiolla

Yy .
Tl min{|z[, [y}, kuny # 0,
0, kun y = 0,

flz,y) =

on kaikki suunnatut derivaatat origossa, mutta f ei selvistikdin ole differen-
tioituva origossa (ks. kuva).

L
Voss 7 NN
AN

717
RN,
LN,

N\
TN
RN avsra,
AAAAARRRRAANY 2277 ,,;l

AN
%\‘\‘\\\““}\\ 777
\

Otetaan rivimatriisille f’(x) kiyttoon seuraava merkinti.
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Maaritelmi 1.131. Olkoon funktiolla f: R™ — R kaikki osittaisderivaatat

pisteessd x. Vektoria
0 0
V160 = (L))

oxy 7 Oy,

kutsutaan f:n gradientiksi (gradient) pisteessd x. (V luetaan “nabla”.)

Lauseen 1.130 kaava voidaan nyt kirjoittaa muodossa

Dof(x) = Vf(x)+e (1.132)

Lisdksi ketjusddnto (lause 1.117, tapaus n = m = 1, p = 3) tulee muotoon

() = V() ¥ (1133)

Esimerkki 1.134. Laske funktion f(z,y,2) = 23 — zy* — 2 hetkellinen
muutosnopeus, kun pisteestd p = (1,1,0) ldhdetddn kulkemaan vektorin
u = 2i — 3j + 6k osoittamaan suuntaan.
Ratkaisu. On laskettava suunnattu derivaatta yksikkdvektorin

u 2i — 3j + 6k 2, 3. 6

e=ey=—— = =-i—-j+:k
lul = Vi (3Free 7 T T

suuntaan. Koska

Vf(l',y, Z) = (3$2 - ?/27 _Q*Tya _1) )
i 2 36 4
De =V ce=(2,-2,—-1)e | =, —=, = | = =.
r) = Vi) o= -2-1- (3. -2 2) -
Funktio siis kasvaa hetkellisesti 4/7:n verran pituusyksikkod kohden lahdet-
taessa w:n suuntaisesti pisteesta p.

Esimerkki 1.135. Palataan esimerkin 1.124 sd#luotaimeen, jossa ilmakehan
lampdatila pisteessd (z,y, z) (km) on

Ty
T(,y.2) =1 (°C)

ja sidluotaimen paikka hetkelld ¢ (h) on

r(t) = (t, 2t, t —t*) (km).
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Laske sddluotaimen kokema lampdétilan muutosnopeus a) paikan b) ajan
suhteen hetkelld t = 1/2.

Ratkaisu. a) Koska r/(t) = (1,2,1 — 2t), niin hetkelld ¢ = 1/2 luotaimen
paikka on r(1/2) = (1/2,1,1/4) =: p ja kulkusuunta r'(1/2) = (1,2,0) =: u.
Normeerataan u ja lasketaan gradientti:

u (1,2,0) < 1 2 )
e:eu: = = —, —F=, O
lu  VIZ+22+02 \V5 V5

ja

y oz Ty
VT = - .

Kysytty muutosnopeus on

Dr(p) = 1o e = (1.2 -2 ) - (52 2 0)

8
= —"_~0,72 (°C/km).
S (°C/km)

b) Kysytty muutosnopeus saadaan ketjusdannolla (1.133):

d , 42 8
CT(r(1/2) = VI(r(1/2)) ¥(1/2) = (5, 2 _%> «(1,2,0)
_ g ~ 16 (°C/h).

Tama lasku on sama kuin esimerkissé 1.124, nyt vain gradientin avulla muo-
toiltuna.

Lause 1.136 (Gradientin geometrinen tulkinta). Olkoon f: R"™ — R diffe-
rentioituva pisteessd X.

o f:n suunnatun derivaatan maksimiarvo on ||V f(x)| ja se saavutetaan
gradientin V f(x) suunnassa e = Vf(x)/||V f(x)].

e f vihenee nopeimmin gradientille vastakkaiseen suuntaan —V f(x), jos-
sa suunnassa kasvunopeus on —||V f(x)]].

o Gradienttia vastaan kohtisuorissa suunnissa funktion paikallinen kasvu-
nopeus on 0.

Toisin sanoen kussakin pisteessi gradienttivektori ilmoittaa suunnan, johon
siirryttéessi funktio kasvaa paikallisesti (eli tehtdessd "pieni” siirtymé) no-
peimmin ja gradienttivektorin pituus ilmoittaa paikallisen kasvunopeuden
ko. suunnassa.
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Todistus. Aloitetaan geometrisella perustelulla R3:ssa. Opintojaksolta Insi-
noorimatematiikka 2u muistetaan, ettd vektorin V f(x) € R3 projektio yk-
sikkovektorille e € R? on (V f(x)«e)e. Yhtilon (1.132) mukaan skalaaripro-
jektio on D.f(x) = V f(x)+e. Niinpd muutosnopeus D, f(x) on suurimmil-
laan, kun e on samansuuntainen kuin V f(x), jolloin Def(x) = ||V f(x)|], ja
pienimmill&én, kun e ja V f(x) ovat vastakkaissuuntaisia, jolloin Def(x) =
—[[Vf(x)||- Jos taas Vf(x) L e, niin selvésti Do f(x) = 0.

Vi)

Tarkasti lause voidaan perustella Cauchyn-Schwarzin epayhtélolla (ks. Insi-
noorimatematiikka 2u), jonka mukaan

IVI(x)=el < [[VFE)lllell = [V,
ts.
—IVI&) < Vfx)-e<[Vf(x)],
jossa vasemmanpuoleinen yhtidsuuruus saavutetaan, kun V f(x) 1| e ja oi-

keanpuoleinen, kun V f(x) 11 e. Viite seuraa nyt yhté&lostd (1.132). H

Esimerkki 1.137. Esimerkisséi 1.135 luotain kulkee pisteessa p = (1/2,1,1/4)
suuntaan (1,2,0), jolloin sen kokema lampdétilan muutosnopeus on noin

0,72 °C/km. Mihin suuntaan pisteestd p pitiisi lihted, jotta lampotila kas-
vaisi mahdollisimman nopeasti? Miké olisi talloin lampdotilan muutosnopeus?
Ratkaisu. Olisi ldhdettava suuntaan

vf(l)) = (%7 ;’ _%> )

jolloin muutosnopeus olisi

Vi)l = \/G)Z + (%)2 + (—%)2 ~ 0,95 (°C/km).
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Esimerkki 1.138. Olkoon tunturin korkeus pisteessi (x,y) (m)

11 000
T N2 U\ 2
10 + 2 (—) 4 (—)
* 100 * 100
Retkeilijd on huipun ldhelld pisteessi (200, 300).
a) Mihin suuntaan rinne nousee jyrkimmin? Miten jyrkésti?
b) Missd suunnissa ei ole nousua?

¢) Mihin suuntaan pitéisi lihted, jotta nousukulma olisi 15°7
Ratkaisu.

flx,y) = (m).

Tamén jyrkkihuippuisen tunturin korkein kohta on origossa korkeudella 1 100 m.
Kuvassa on piste p = (200, 300) ja sen kautta kulkeva tasa-arvokiyra (ellipsi)
korkeudella 204 m. Kuvan vektorit on skaalattu piirtdmistd varten sopivan
pituisiksi.

a) Gradientti on

Vi, y) <10+2<i11>30+04< y >2)2 (1?)32’ 1?)?)2)’

100 100
joten nopeimman kasvun suunta on

220 220

) ~ (—0,30, —0,91).
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Kasvunopeus on

220\ 2 220\ 959
2 — _ - — _— R .
IV £(200, 300 \/( 729> +( 24?)) Tom5 ~ 095 (m/m)

Yhden metrin matkalla (vaakasuunnassa mitattuna) noustaan noin 0,95 met-
rid. Tama on nousukiyran tangentin kulmakerroin, eli asteina nousun jyrk-

kyys on
arctan 4 / @ ~ 44°.
1053

b) Kasvunopeus on nolla gradienttia vastaan kohtisuorissa suunnissa, eli
tassa tapauksessa vektorin

(220 220

- ~ 1. —
— 729> (0,91, ~0,30)

virittamassa suunnassa.
c) Vaaditaan, ettd nousukéyrén kulmakerroin on tan(15°). On siis ldhdettévi
suuntaan e = (a, b), jolle

220 220

D f(200,300) = V £(200,300) * (a,b) = —@a — Eb = tan(15°),
a’> + b =1.

Ratkaistaan tdmé& yhtdlopari numeerisesti: saadaan kaksi ratkaisua e; =~
(—1,00, 0,83) ja ey ~ (0,05, —0,56).

Lause 1.139. a) Jos f: R*> — R on jatkuvasti differentioituva ja v(t) on
tasa-arvojoukon f~(c) = {(z,y) € R* . f(x,y) = c} siled kiyrd, niin

V(@) -r'(t) =0

kaikilla t. Geometrisesti: gradientti on kohtisuorassa tasa-arvokdyrid vas-
taan.

b) Jos f: R® — R on jatkuvasti differentioituva ja r(t) on tasa-arvojoukon
fHe)={(z,y,2) e R®: f(z,y,2) = c} siled kiyrd, niin

Vf(x(t))-r'(t) =0

kaikilla t. Geometrisesti: gradientti on kohtisuorassa tasa-arvopintaa vastaan.

Todistus. Koska f(r(t)) = ¢ = vakio, niin %f(r(t)) = 0 kaikilla ¢. Viite

seuraa nyt ketjusidnnosta (1.133). O



INSINOORIMATEMATIIKKA 4U 70

Kohdan a tilannetta havainnollistetaan seuraavissa kuvissa, joihin on piir-
retty funktion f(x,y) = 2% — y* kuvaaja, tasa-arvokiyrid ja gradienttikent-
ta: gradienttinuolet ovat kohtisuorassa tasa-arvokdyria vastaan ja osoittavat
nopeimman kasvun suuntaan.

V /TN
v NN
SNV A
N/

x o
|
x o
-

Lauseen geometrisissa tulkinnoissa on huomattava, etti tasa-arvojoukko f~!(c)
ei valttaméatta ole siled kiyra tai pinta, vaan se voi déritapauksessa (jos f on
vakiofunktio f = ¢) olla esimerkiksi koko avaruus R? tai R3.

Esimerkki 1.140. Laske ellipsin 2° —zy+y? = 7 pisteeseen (—1,2) piirretyn
tangenttisuoran yhtalo.

Ratkaisu. Tulkitaan ellipsi funktion f(z,y) = 2% —zy+y? tasa-arvokiyriksi
flx,y) =7. Nyt Vf(x,y) = (2 — y, 2y — ), joten tasa-arvokiyrin ja siten
kysytyn tangenttisuoran erds normaalivektori on n = Vf(—1,2) = (—4,5).
Tangenttisuoran yhtalo on siis (merkitddn x = (z,y))

(x—p)en=0
—4(x+1)+5(y—2)=0
dr — by = —14

Esimerkki 1.141. Laske pallopinnan 22 + y? + 2% = 6 pisteeseen (1, —1,2)
piirretyn tangenttitason yhtalo.

Ratkaisu. Tulkitaan pallo funktion f(x,y, z) = 2>+y*+2? tasa-arvopinnaksi
f(z,y,2) = 6. Nyt Vf(z,y,2z) = (2z,2y,2z), joten tasa-arvopinnan ja si-
ten kysytyn tangenttitason erds normaalivektori on n = Vf(1,—1,2) =
(2, —2,4). Tangenttitason yht&lo on siis (merkitddn x = (z,y, 2))

(x=p) n=0
20 —-1)—-2(y+1)+4(2—-2)=0
rT—y+22=6
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1.9 Sidotut adariarvot ja Lagrangen menetelmé

Sidotulla ddriarvotehtdvilli (constrained optimization problem) tarkoitetaan
tehtdvid, jossa ongelmana on etsid funktion f dédriarvot jossakin maarittely-
joukon osajoukossa A C R". Tapauksessa n = 2 joukkona A on tyypillisesti
tarkastelujoukon reunakéyré ja tapauksessa n = 3 reunapinta, kuten luvun
1.5.2 dédriarvotehtévissi, joissa osana tehtévid on selvittdd funktion Adriar-
vot tutkittavan joukon reunalla.

Kahden muuttujan funktion f(z,y) dériarvoja kiyrilla C' voidaan yrittaa
selvittdd mm. seuraavilla tavoilla (jos suorempaa keinoa ei keksité):

(1) Haetaan kiiyrille C' parametrisointi r: [a,b] — R?, jolloin tehtéviksi
jaa reaalifunktion f(r(¢)) dériarvojen hakeminen valilla [a, b].

(2) Ratkaistaan kdyrdn koordinaattimuodosta g(z,y) = 0 jompi kumpi
muuttuja toisen suhteen, esimerkiksi y = y(z) ja sijoitetaan tutkitta-
vaan funktioon: f(z,y) = f(z,y(z)) =: g(x). Tutkittavaksi jaa yhden
muuttujan funktio g(x).

(3) Voidaan kiyttda seuraavaa Lagrangen menetelméad.

Lause 1.142. Olkoot funktiot f ja g: R?* — R jatkuvasti differentioituvia.
Jos funktiolla f on joukossa

C={(z,y) eR*: g(z,y) =0}

lokaali ddriarvo pisteessd (xg,yo) jo Vg(xo,yo) # (0,0), niin jollekin A € R
patee:

V f(0,%0) = AVg(zo, Yo)-

Ehtoa g(z,y) = 0 kutsutaan side-ehdoksi tai rajoitteeksi (constraint, side
condition,).

Todistus. Koska Vg(zo,yo) # (0,0), niin tasa-arvojoukko g(z,y) = 0 on si-
led kdyra pisteen (xq,7o) lahelld. Tata tulosta kutsutaan implisiittifunktio-
lauseeksi, jonka todistus sivuutetaan. Olkoon r(t) ko. kiyrén parametrisointi
siten, etta r(ty) = (o, yo). Koska piste (zg,yo) on f:n ddriarvokohta ko. kiy-

ralld, niin Ef(r(to)) = 0. Ottamalla huomioon ketjusaiinté (1.133) saadaan

Vf(r(tg))er'(t) = 0. (1.143)
Toisaalta lauseen 1.139 mukaan

Vg(r(ty)) ' (t) = 0. (1.144)
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Yhtilsiden (1.143) ja (1.144) mukaan R?:n vektorit V f(r(to)) ja Vg(r(to))
ovat kohtisuorassa tangenttivektoria r'(¢) vastaan, joten niiden téytyy olla
yhdensuuntaiset. Koska Vg(r(to)) # (0,0), niin 16ytyy kerroin A siten, etti

V f(r(to)) = AVg(r(to)). o
Lause 1.142 antaa seuraavan menetelmaéan:

Lause 1.145 (Lagrangen menetelmé funktiolle f(x,y), 1 side-ehto). Olkoot
Junktiot f ja g: R* — R jatkuvasti differentioituvia. Funktion f(z,y) lokaalil
ddriarvopisteet joukossa g(x,y) = 0 loytyvdt yhtaloryhmdn

g(x,y) =0 9(z,y) =0
{Vf(x,y) V) TPy =AD:g(@,y)

Dy f(xz,y) = ADyg(z,y)
ratkaisuina tai ne ovat pisteitd (x,y), joille g(x,y) =0 ja Vg(z,y) = (0,0).

Kyseessd on kolmen muuttujan z,y ja A yhtaloryhmé. Muuttujan A (ns. Lag-
rangen kertoja, Lagrange multiplier) arvosta ei olla yleensd kiinnostuneita,
joten monesti yhtaléryhmaé ratkaistaan eliminoimalla A jossakin ratkaisupro-
sessin vaiheessa.

Esimerkki 1.146. Hae funktion f(z,y) = x? + 2y* — x dériarvot ympyralld
C ={(z,y) € R*: 2%+ y? = 1} kiiyttden Lagrangen menetelmii. Vertaa
esimerkkiin 1.70, missd osana tehtiavaa ratkaistiin sama ongelma kahdella eri
tavalla.

Ratkaisu. Ympyrd voidaan esittdd tasa-arvokdyrdnd g(x,y) = 0, missi
g(z,y) = 22 +y*—1. Nyt Vf = (2z—1,4y) ja Vg = (2, 2y), joten Lagrangen
menetelman yhtaléryhméksi saadaan

$2+y2:1
20 — 1 = N2z
dy=MN2y & y=0tai A =2

Jos y = 0, niin ylin yht&l6 antaa ratkaisut x = £1 (ja kummassakin tapauk-
sessa 10ytyy A siten, ettid keskimmaéinenkin yht&lo ratkeaa). Saadaan dériar-
vokandidaatit (—1,0) ja (1,0). Jos taas A = 2, niin keskimmiisestd yhtalosté
ratkaistaan = —1/2 ja edelleen ylimmisti y = 4+/3/2. Saadaan Hiriar-
vopistekandidaatit (—1/2,v/3/2) ja (—1/2,—+/3/2). Funktion arvot niissi
pisteissi ovat f(£1,0) =0 ja f(—1/2,£v/3/2) = 9/4.
Vg:n ainoa nollakohta (x,y) = (0,0) ei ole tutkittavalla kiyralla.

Vastaus. ming f = 0 ja max¢o f = 9/4.
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Lause 1.145 yleistyy n:n muuttujan funktiolle f(x):

Lause 1.147 (Lagrangen menetelmé n:n muuttujan funktiolle, 1 side-ehto).
Olkoot funktiot f ja g: R™ — R jatkuvasti differentioituvia. Funktion f(x) =
f(x1,...,z,) lokaalit ddriarvopisteet joukossa g(x) = g(z1,...,x,) = 0 loy-
tyvdt yhtdloryhman

9(x) =0
g(x) = 0 Dy f(x) = AD1g(x)
N D5 f(x) = ADyg(x
{Vf(X) avg 7| TAR
D, f(x) = AD,g(x)

ratkaisuina tai ne ovat pisteitd x, joille g(x) =0 ja Vg(x) = 0.

Todistuksen idea R?:ssa. Olkoon f:1ld lokaali diriarvo tasa-arvojoukon

g(x,y,z) = 0 pisteessd (xog, Yo, 20)- Jos Vg(xo, Yo, 20) # (0,0,0), niin tasa-
arvojoukko g(z,y,z) = 0 on siled pinta pisteen (z¢,yo, 20) lahelld. Nahdaan
— samaan tapaan kuin lauseen 1.142 todistuksessa — ettd V f(xo,yo,20) ja
Vg(zo, Yo, z0) ovat kohtisuorassa jokaista sellaista pinnan g(z,y, z) = 0 kiy-
rad vastaan pisteessi (o, Yo, 20), joka kulkee pisteen (g, yo, z0) kautta. Niinpa
vektoreiden V f(xo, v0, 20) ja Vg(xo, Yo, 20) taytyy olla yhdensuuntaiset. [

Esimerkki 1.148. Miki pinnan 22 — 22 = 1 piste on lihinni origoa?
Ratkaisu. Pinta on tasa-arvopinta g(x,y, z) = 0, missi

g(z,y,2) = 22 — 2% — 1. Otetaan minimoitavaksi funktioksi etdisyyden neli6
f(z,y,2) = 2% + y? + 22. Kyseiselld pinnalla f:1l3 ei ole maksimia ja minimi
l16ytyy Lagrangen menetelmalld. Nyt V f = (2z,2y,2z2) ja Vg = (22,0, —22),
joten Lagrangen menetelmén yhtdléryhméksi saadaan

2 —-22=1
20 = \2x S r=0tai =1
2y =20 & y=0

22==-X22 & z=0tai A= —1

Jos yhtéaloryhmalld on ratkaisuja, niin toisen yhtdlon mukaan x = 0 tai A = 1.
Tutkitaaan ndmé kaksi vaihtoehtoa: Jos x = 0, niin ylin yhtéilo ei toteudu
millddn z, joten tillaisia ratkaisuja ei ole. Jos A = 1, niin alimmasta yhtalostd
seuraa z = 0 ja siten ylimmaéstd x = 4+1. Koska lisdksi kolmannen yhtilo
mukaan y = 0, niin saadaan &iriarvopistekandidaatit (—1,0,0) ja (1,0,0).
Funktion arvot niissi pisteissi ovat f(41,0,0) = 1, eli etiisyys on v/1 = 1.
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Vg:n nollakohtien muodostama joukko (tasojen x = 0 ja z = 0 leikkaus
eli y-akseli) ei ole tutkittavalla pinnalla.
Vastaus. Origoa ldhinné ovat pinnan pisteet (—1,0,0) ja (1,0,0), molemmat
etdisyydella 1.

Vastaus voitaisiin pditelld myos geometrisesti hahmottelemalla kyseinen
hyperbelipinta z = £+v/22 — 1 zyz-avaruuteen.

Lagrangen menetelmé voidaan edelleen yleistdd useammalle side-ehdolle. Tél-
16in voidaan esimerkiksi tutkia funktion dériarvoja kahden pinnan g(z,y, z) =
0 ja h(z,y, z) = 0 leikkauskdyralli.

Lause 1.149. Olkoot funktiot f, g ja h: R® — R jatkuvasti differentioituvia.
Jos funktiolla f on joukossa

C ={(z,y,2) e R®: g(x,y,2) = 0 ja h(z,y,z) = 0}

lokaali ddriarvo pisteessd (o, Yo, z0) ja Vg(xo, Yo, 20) ja Vh(xo, Yo, 20) ovat
lineaarisesti risppumattomat, niin joillekin \ ja p € R pdtee:

V f(z0, Yo, 20) = AV g(Zo, Yo, 20) + pVh(zo, Yo, 20).

Muistetaan, ettd vektorit Vg ja Vh ovat lineaarisesti riippumattomat jos
ja vain jos Vg # 0, Vh # 0 ja Vg ja Vh eivit ole yhdensuuntaiset (ts.
Vg x Vh #0).

Todistuksen idea. Olkoon f:114 lokaali &driarvo joukon C pisteessi (xg, Yo, 20)-
Jos Vg(xo,yo,20) # (0,0,0) ja Vh(zo,yo, 20) # (0,0,0), niin tasa-arvojoukot
g(x,y,z) = 0 ja h(z,y,z) = 0 ovat sileitd pintoja pisteen (xq, 3o, z0) léhel-
14. Koska néiden pintojen normaalivektorit Vg(zo,yo, 20) ja Vh(xo, Yo, 20)
eivit ole yhdensuuntaiset, niin pintojen leikkausjoukko C' on siled kiyré pis-
teen (o, Yo, z0) lahelld. Nahdain — samaan tapaan kuin lauseen 1.142 todis-
tuksessa — ettd vektorit V f(xo,v0,20), Vg(zo, Y0, 20) ja Vh(xo,yo, 20) ovat
kohtisuorassa kdyrad C vastaan pisteessd (g, Yo, 20). Niinpd ndmé vektorit
sijaitsevat samalla tasolla. Lineaarisesta riippumattomuudesta seuraa, etti
Vg(zo, Y0, 20) ja Vh(zo,yo, z0) virittavit ko. tason, joten V f(zo,yo,20) on
niiden lineaarikombinaatio. O]

Menetelméaksi muotoiltunas
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Lause 1.150 (Lagrangen menetelméd funktiolle f(z,y,z), 2 side-ehtoa).
Olkoot funktiot f,g ja h: R® — R jatkuvasti differentioituvia. Funktion
f(z,y, 2) lokaalit ddriarvopisteet side-ehtojen g(x,y,z) =0 ja h(x,y,z) =0
mddraaimassd joukossa loytyvat yhtdloryhman

(520

g=20 h=0

h=0 & Dyf = ADyg + uDh

Vf=AVg+ uVh D,f = AD,g + uD,h
| D.f =AD.g+uD;h

ratkaisuina tat ne ovat pisteitd (z,y, z), joille g(z,y,2) =0 ja h(z,y,z) =0
sekd Vg(z,y,z) ja Vh(z,y, z) ovat lineaarisesti riippuvia.

Yleinen n:n muuttujan ja k:n side-ehdon menetelmé muotoillaan kurssikir-
jassa [7] lauseessa 13.9.3.

1.10 Taylorin kaava

Kerrataan aluksi reaalifunktion approksimointia polynomeilla opintojaksolta
Insingérimatematiikka 3u. Jos funktiolla f: R — R on jatkuva (m + 1):sen
kertaluvun derivaatta f(*1) jossakin pisteen a ympéristossi, niin pitee Tay-
lorin kaava

Fla+h) =f(a) + Flaph+ W p2 (@) s

2! 3!
1.151)
(m) (m+1) (
++f (a)hm+f (Z)hrn—i-l7
m! (m+1)!
missd z on a:n ja (a + h)m vilissd. Merkitsemélld x = a + h saadaan
f// a f(3) a
1) =1a) + F@)e —a) + T30 @ a2 T D ap
f™(a) m JUVE) m1
+ -+ ol (as—a) —|—m(l’—a) .
Funktiota f voidaan siis approksimoida Taylorin polynomilla
" (m)
Pa(@) = fa) + F@)a—a)+ T —ap g DDy

siten, ettda virhe on muotoa

()
“ Y

m+1 f(m—l—l) (Z)

Bom() (m+1)!

heh™ = em(h)R™,
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missé €, (h) — 0, kun h — 0, silld (m + 1). derivaatta on jatkuvana funk-
tiona rajoitettu a:n ldhelld. Verrataan tatd lineaarisen ensimmdiisen asteen
arvion virheeseen e(h)h. Seuraavaan kuvaan on piirretty funktioiden h™,
m =1,2,3,4,5, kuvaajat valilla h € [0, 1].

1

Huomataan, ettd pienilla h (|h] < 1) tekijd h™ ja siten myos virhe €, (h)h™
pienenee oleellisesti m:n kasvaessa, jos €,,(h) pysyy kurissa (kuten monissa
sovelluksissa kéy). Siten tarkkuus paranee, kun otetaan kiyttoon Taylorin
polynomin korkeampiasteisia termejé.

Kahden muuttujan funktion differentioituvuuden méiritelman antamaa
lineaarista arviota voidaan samalla tavoin parantaa kiyttamalld korkeampia
osittaisderivaattoja:

Lause 1.152 (m:mnen asteen Taylorin kaava kahden muuttujan funktiolle).

Olkoot funktion f: R* — R kaikki (m + 1):sen kertaluvun osittaisderivaatat
jatkuvia pisteen (a,b) € R? ympdristissi. Tdlldin

1/,0 oY
h,b+ k) = = h=—+k=— b h, k)||(h, k)||™
Fla+hb+ ) Z],( o= +kas) @)+ el R R

missd €(h, k) — 0, kun (h, k) — (0,0).
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o a\
Téassa lauseke (h_+k8_) f lasketaan esimerkiksi Pascalin kolmion avulla:
Y

Ox
(2 i 2)'r =
(ha2 a—)lf hgwg%
(h%Jrka%) f= (h%+k§)(h%+k§/)f
= h“'% + 2hkai2£y + k? gzj;
(h% + ka%)gf = h3% + Bthaijgy + 3hk2£;};2 + k?’g;{:
Erityisesti toisen asteen arvio (m = 2) tulee muotoon
fla+h,b+k)= f(a,b) +h§—f( b)+k%( ,b)
<h2 ;{:( b) + 2k 2£y( b) + k2 8j/f< b)) (1.153)
+e(h, k)| (R, )%

Merkitdén lauseessa 1.152 = a+h ja y = b+ k. Taylorin kaavan polynomia

m

Puto) =3 5 (-0 + =03 ) Flab

Jj=0

kutsutaan funktion f(x,y) m:mnen asteen Taylorin polynomiksi ja arviota
f(z,y) = Py(z,y) funktion f m:mnen asteen polynomiapproksimaatioksi pis-
teen (a,b) suhteen.

Lauseen 1.152 perustelu tapauksessa m = 2. Parametrisoidaan pisteiden (a, b)
ja (a + h,b+ k) vélinen jana (ks. sivun 42 kuva): r(t) = (a + th,b + tk)
0 <t < 1. Médritelladn funktio F: [0,1] — R asettamalla F(t) = f(r(?)).
Nyt r'(t) = (h, k), joten ketjusddnnon (1.133) mukaan

F/0) = Vr()+v'6) = (G0, SHe)) (b

of of
= SO+ GO

b
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gf( (t)) on yhdiste funktioista gf (x,y) jar(t) ja g(r(t)) on yhdiste funk-
Y

0
tioista a—f(x, y) ja r(t), joten derivoimalla F’(t):td toiseen kertaan saadaan

ketjusadntod (1.133) soveltamalla

P =5 (o)) ne 5 (Fo )k
=9 (GLa) von v (Sen) e

~(Zen. 2L won) <mmns (b eon, ZLown) b
a2f ) a?f 32 f 9

= 52 r(t)h + oy o (r(t))kh + o 3 hk+@( r(t))k
o2 f f 0*f

:@@(t))huzaxa (k()hk + 75 (x r(t))k*.

Solvelletaan nyt yhden muuttujan Taylorin kaavaa (1.151) funktioon F' pis-
teessd a = 0 arvolla h = 1 ja jatetddn merkintdjen lyhentédmiseksi piste r(t)
merkitsematta:

F//(O) F///(Z)

fla+h,b+k)=F(1)=F(0)+ F'(0) + TR

_ of,  of Frp 0 O Pf2) L F)

= f(a b)+ah+ak+ (a2h axa hk+82k T
Laskemalla F"(t) voidaan osoittaa, ettd virhetermi on muotoa
F"(2) /30 = e(h, k)||(h, k)|1>. O

Esimerkki 1.154. Laske funktion f(x,y) = e™¥ 1.-3. asteen Taylorin poly-
nomit pisteen (0,2) suhteen ja approksimoi niilld arvoa f(0,2, 1,9).
Ratkaisu. f(0,2) =1 ja osittaisderivaatat pisteessi (x,y) = (0,2) ovat

Gf_ vy
e V=2
8f_ Ty _
ay—xe =0

joten 1. kertaluvun Taylorin polynomi eli linearisointi on

P(xz,y) =142z —0)+0(y —2) =1+ 2z.
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Toisen kertaluvun osittaisderivaatat pisteessid (z,y) = (0,2) ovat

2
% = %™ =4
x
82
2
g_y]; = 2™ = ()

joten
Pyl y) = Pu(e,) + 5 (4 — 07 +2(0 — 0)(y — 2) + 0(y — 2)°)
=14 22% + 2y,

Kolmannen kertaluvun osittaisderivaatat pisteessi (x,y) = (0,2) ovat

3 3
_ng?: =9’ =8 838fy2 = (2%y +27)e"Y =0
3 3
852 J;y = (2 +2y)e™ =4 _gyjf: =% =0

joten
Pyla,9) = Pafa,y) + < (8(z — 0)° + 12(x — 07y ~ 2
+0(z—0)(y—2)°+0(y—2)%) =1—22" + 2y + %x?’ + 22%y.
Polynomien antamat arviot ja vertailun vuoksi tarkka viisidesimaalinen li-

kiarvo:

P1(0,2, 1,9) = 1,40000
P5(0,2, 1,9) = 1,46000
P5(0,2, 1,9) ~ 1,46267
£(0,2, 1,9) ~ 1,46228

Merkitsemélld arviossa (1.153)
O o) 2wy
Hiwy — | 02 0woy T [DuDef(wy) DuDyf ()
’ 82f 82f Dnyf(x,y) DyDyf(xay)

m(xay) a—yQ(%y)
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voidaan toisen asteen sulkulauseke kirjoittaa lyhyesti

b k] Hf(a,b) m

ja toisen asteen Taylorin kaava siten

h 1 h
fla+h,b+ k) =f(a,b) + f'(a,b) [k] +3 [h k] Hf(a,b) [k]
+e(h, k)| (h, )%
Tama yleistyy n:n muuttujan funktioille:

Maéaritelma 1.155. Funktion f: R™ — R Hessen matriisi (Hessian matriz)
pisteessd x on

T 0% f 0*f 0 f i
(9_1:%(X) 8271 81’2 X o 8x1 8In .
o*f 0*f 0% f
Hf(X) — 81'2 8x1 X) 8_90%(X) o al’g @l’n (X)
2 f 0 Ty
| Ox,, Oy (x 0x,, 0 €3 ocs Ox2 () i
Merkintdd D; D, f(x) = il (x) kilyttden voidaan kirjoittaa
e 0@ 8:1:j Y !
DDy f(x) DiDof(x) -+ DiD,f(x)
Hf(x) DzDzlf(X) DzD?f(X) ‘. Dzszmf(X)
D,D,f(x) D.,Dsf(x) --- D,D,f(x)

Huomautus 1.156. Jos funktion f: R® — R kaikki toisen kertaluvun osit-
taisderivaatat ovat jatkuvia, niin

Hf(x) = Df'(x).
Niinpd Hessen matriisi voidaan laskea Matlabissa komennolla

jacobian(jacobian(f, [x,y,2]), [x,y,2])
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Lause 1.157 (Toisen asteen Taylorin kaava n:n muuttujan funktiolle). OI-
koot funktion f: R"™ — R kaikki kolmannen kertaluvun osittaisderivaatat jat-
kuvia pisteen a € R™ ympdaristossa. Tdlloin

flath) = f(a) + f/(@)h+ ShTHf(a)h + e(b)]h]7,
missd e(h) — 0, kun h — 0.

Merkitddn x = a+h. Toisen asteen Taylorin polynomi voidaan nyt kirjoittaa
muodossa

1
Py(x) = f(a) + f(a)(x —a) + 5(x —a)" H f(a)(x —a).
Esimerkki 1.158. Laske funktion f(z,y,z) = \/2? + y? + 22 toisen asteen

Taylorin polynomi pisteen (2,2,1) suhteen.
Ratkaisu. Nyt

T Y z
, j—
fxy,2) = V2222 SR+ + 2 Ryt 22
ja Hf(x,y,z) =
y? 4 22 Ty Tz ]
($2 +y2 +22>3/2 ($2 +y2 +Z2>3/2 (.TQ _|_y2 +22)3/2
Ty x? + 22 Yz
($2 +y2 _|_22)3/2 (1.2 +y2 +Z2)3/2 (1.2 _|_y2 +22)3/2 ’
Tz Yz 22 + 32
(22 + Y2 + 22)3/2 (22 + 2+ 2232 (22 + 42 + 22)372 |

joten f(2,2,1) =3,

9 9 1 5 —4 =2

1
22,1)= (2 2 2| ja Hf(2,2,1)=—|-4 5 -2
rean= {3 3 5] o mean-gia s
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Toisen asteen Taylorin polynomi pisteen (2,2, 1) suhteen on siten

x—2
33 3] (7]

5 —4 =2| |z—-2

+%Qi7[x—2 y—2 z—1] |4 5 =2| |y—2
-2 -2 8 z—1
2 2 1
:3+§(1:—2)+§(y—2)+§(z—1)
1 or — 4y — 2z
—l-ﬁ[x—2 y—2 z—l] —4x + 5y — 2z
—2r — 2y + 82
2 2 1 ) 4 2 ) 2 4

2 2 2
TR TR T Ty TRy T T

Huomautus 1.159. a) My6s n:n muuttujan funktiolle on olemassa m:nnen
asteen polynomiapproksimaatio.
b) Virhetti e(h)||h||* voidaan arvioida kolmannen kertaluvun osittaisderi-
vaattojen avulla. Sivuutetaan talla opintojaksolla.
c) Osittaisderivoinnin vaihtosdénnon nojalla H f(a) on symmetrinen ja siten
h” H f(a)h on muuttujan h nelibmuoto.

1.11 Lokaalien dariarvojen laatu

Aiemmin todettiin, ettd differentioituvan funktion f: R™ — R &diriarvopis-
teet l0ytyvat kriittisten pisteiden joukosta. Haetaan menetelma kriittisen pis-
teen laadun (maksimipiste, minimipiste vai satulapiste) selvittdmiseksi. Ker-
rataan ensin neliomuodon kiyttdytymisen yhteys ominaisarvoihin kurssilta
Insindorimatematiikka 2u (ks. [16], lause 5.24).

Lause 1.160. Olkoon A, ., symmetrinen matriisi. Vastaavalle neliomuodolle
f(x) = xT Ax pitee:
e f(x) >0 kaikilla x # 0 (ts. f on positiivisesti definiitti)
& A ominaisarvot ovat positiivisia,
e f(x) <0 kaikilla x # 0 (ts. f on negatiivisesti definiitti)
& A:n ominaisarvot ovat negatiivisia,

e [ saa sekd positiivisia ettd negatiivisia arvoja (ts. f on indefiniitti)
& A:lla on sekd positiivisia ettd negatiivisia ominaisarvoja.
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Lause 1.161. Olkoot funktion f: R” — R kaikki kolmannen kertaluvun osit-
taisderivaatat jatkuvia kriittisen pisteen a € R™ ympdristossa.

o Jos H f(a):n kaikki ominaisarvot ovat positivisia, niin a on lokaali mi-
nimspiste.

e Jos Hf(a)mn kaikki ominaisarvot ovat negatiivisia, niin a on lokaali
maksimipiste.

e Jos Hf(a):lla on sekd positiivisia etti negatiivisia ominaisarvoja, niin
a on satulapiste.

Semidefiniiteissd tapauksissa (jokin ominaisarvo on nolla ja muut ei-
negatiivisia tai ei-positivisia) kriittisen pisteen laatu jid avoimeksi.

Perustelu. a on kriittinen piste, eli f'(a) = 0, joten lauseen 1.157 mukaan

f(a+h)=~ f(a) + %g(h), missi  g(h) = h" H f(a)h,
kun |[h|| on pieni. Téssd merkinti & tarkoittaa, ettd virhetermi e(h)||hl?
on oletettu nollaksi ja unohdettu (tdmén tarkempi pohdinta sivuutetaan, ks.
esim. [3, Thm 9.6]). g(h) = h” H f(a)h on muuttujan h nelidmuoto, jonka
matriisi on H f(a).

Jos H f(a):n kaikki ominaisarvot ovat positiivisia, niin lauseen 1.160 mu-
kaan g(h) > 0 kaikilla h # 0. Siten f(a+h) 2 f(a) kaikilla h # 0, kun | h||
on pieni, joten a on f:n lokaali minimipiste.

Negatiivisten ja erimerkkisten ominaisarvojen tapaukset vastaavasti. [J

Lausetta 1.161 kiytettdessd on selvitettdva Hessen matriisin ominaisarvot.
Lauseen avulla voidaan johtaa seuraavat determinanttikeinot kahden muut-
tujan funktioille (lause 1.162) ja yleisesti n:n muuttujan funktiolle (lause
1.164), joita kiytettdessi véltytddn ominaisarvojen laskemiselta.
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Lause 1.162. Olkoot funktion f(z,y) kaikki kolmannen kertaluvun osittais-
derivaatat jatkuvia kriittisen pisteen (a,b) ympdristossi. Merkitdin A =

D,D,f(a,b), B= D,D,f(a,b) = D,D,f(a,b) ja C = D,D,f(a,b) sekd
A = det(H f(a,b)) = AC — B*.
Talloin
e f(a,b) on lokaali minimi, jos A >0 ja A > 0,

e f(a,b) on lokaali maksimi, jos A <0 ja A >0,
e (a,b) on satulapiste, jos A < 0.

Tapauksessa A = 0 mikd tahansa em. vaihtoehdoista voi toteutua.
Todistus. Hessen matriisin

Hf(a,b) = [g 2]

karakteristinen yhtalo on
pA) =det(A =) = (A= N)(C =N =B* =X~ (A+O)\+A=0.

Ominaisarvot ovat siten

A+C+4/(A+C)2—4A
5 :
H f(a,b) on symmetrinen matriisi, joten ominaisarvot ovat reaalisia ja siten

(A+ C)?* — 4A > 0. Tarkastellaan tapaukset A >0, A <0 ja A =0.
(1) A > 0: Taytyy olla AC > 0, joten A ja C' ovat samanmerkkisi. Lisdksi

Ao =

VA+C)?2 —4A < (A+C)2=|A+C|

Siten jos A > 0, niin C' > 0 ja ominaisarvot ovat positiivisia, jolloin lauseen
1.161 mukaan (a,b) on lokaali minimipiste. Jos taas A < 0, niin C' < 0 ja
ominaisarvot ovat negatiivisia, jolloin lauseen 1.161 mukaan (a,b) on lokaali

maksimipiste.
(2) A<0:

VA+O)2 —4A > \J(A+C)2 =|A+ O,

joten ominaisarvot ovat erimerkkiset, jolloin lauseen 1.161 mukaan (a,b) on
satulapiste.

(3) A = 0: Tarkastellaan funktioita f(x,y) = z* + y*, g(z,y) = —z* —¢* ja
h(z,y) = 2* — y* pisteessi (a,b) = (0,0). Niille kaikille A = 0 ja f:lld on
origossa lokaali minimi, ¢:114 lokaali maksimi ja h:lla satulapiste. O]
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Esimerkki 1.163. Etsi ja luokittele funktion f(z,y) = 223 — 6zy + 3y°
kriittiset pisteet.
Ratkaisu. Kriittiset pisteet:

0
—f:6:v2—6y:O s 2P =y
ox
0
—f:—6x+6y:0 S =y
Ay

Taytyyollaa? =z & 1  —2 =0 2(r—1) =0& 2 =0taiz = 1,
joten kriittiset pisteet ovat (0,0) ja (1,1). Lauseen 1.162 merkinnéin A =
D,D,f =12z, B = D,D,f = —6 ja C' = D,D,f = 6, joten A = 72z — 36.

Kp A A Laatu
(0,0) 0 —36 < 0 | satulapiste
(1,1) [ 12>0| 36 >0 | lokaali minimipiste

Olkoon A = [a;;] n X n-matriisi. Merkitddn A:mn vasemman yliakulman alide-
terminantteja seuraavasti:

ailz aiz Az

aix a2
, Az =lag ag as PRI An=|A|-

a21 A2

Ay =an, Ay =

az1 aszz 33

Lause 1.164. Olkoot funktion f: R" — R kaikki kolmannen kertaluvun osit-
taisderivaatat jatkuvia kriittisen pisteen a € R"™ ympdaristossd. Olkoot Ay:t
Hessen matriisin H f(a) alideterminantteja ja oletetaan, ettd A, # 0. Tdl-
loin

e f(a) on lokaali minimi, jos Ay > 0 jokaisella k =1,2,...,n,
e f(a) on lokaali maksimi, jos (—1)*Ay, > 0 jokaisella k =1,2,....n (ts.
Ag:lla on merkit — +,—,...).

o Muutoin a on satulapiste.

Tapauksessa A, = 0 mikd tahansa em. vaihtoehdoista voi toteutua.

Esimerkki 1.165. Osoita, ettd (0,0,0) on funktion f(x,y,z) = xz + 2yz —
32% — 4y* — 522 kriittinen piste ja selvitii, onko (0,0,0) lokaali minimipiste,
lokaali maksimipiste vai satulapiste.
Ratkaisu. Koska

of of

8_x:Z_6x’ a—y:22—8y ja g—];—x—l—2y—10z,
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niin kaikki osittaisderivaatat héividvit origossa, joten se on kriittinen piste.
Liséksi

—6 0 1
Hf(x,y,2)=10 -8 2 |,
1 2 —10
joten Ay = —6 < 0,
6 0 6 0 1
A2:’O _8‘:48>0 ja Az3=|0 =8 2 |=-448<0.
1 2 —=10

Niinpé (0,0, 0) on lauseen 1.164 mukaan lokaali maksimipiste.

1.12 Pienimman neliosumman menetelma

Oletetaan, ettd jonkin suureen y riippuvuus suureesta x on muotoa y = by +
box. Vakion by ja kulmakertoimen by selvittdamiseksi mitataan y muutamilla
x:n arvoilla. Merkitdén néitd mittaustuloksia (x;,y;), 7 = 1,2,...,n. Miten b;
ja by olisi valittava, jotta suora sopisi datapisteisiin mahdollisimman hyvin?

Y

y:b1+b2$

Tahén ei ole yksikésitteistd vastausta. Voitaisiin esimerkiksi minimoida vir-
heiden itseisarvojen summa

ly1 — (b1 + baz1)| + |y2 — (b1 + baza)| 4+ - - - + |yn — (b1 + bazy,)|.

Taman ei-differentioituvan muuttujien b, ja by funktion kisittely on kuiten-
kin vaikeaa eikd ratkaisu ole edes yksikdsitteinen. Parempi lahtokohta on
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minimoida virheiden neliGsumma

F(b1,b2) = (g1 — (b1 + ba1))* + (y2 — (by + bawa))* + - --

= Z(?/z‘ — (by + boy))?.

+ (Y — (b1 + boy,))?

Funktion f(by,by) minimi 16ytyy kriittisestd pisteestd. Suorittamalla osittais-
derivoinnit ndhdéian, etté

) 1 PN i=1 i:nl izl (1166)
a_b]; -0 nby  + <;$i>b2 = ;yz

Kriittinen piste (b1, by) voidaan ratkaista téstd lineaarisesta yhtdloparista.
Yleensa yhtaloparilla on yksikésitteinen ratkaisu, joka antaa haetut b;:n ja
bo:n arvot.

Yleisemmin: halutaan sovittaa datapisteisiin polynomi
y = by + box + - -+ + ba™ L. Merkitdin

1z, 22 - ot b
n 1 To x% . x;nfl 1
Y= ' I : Ja b=
Yn L9 m-1 bm
1 2y x2 - )

Matriisia A kutsutaan Vandermonden matriisiksi. Nyt minimoitava nelio-
summa on f(b) = ||y — Ab|?.

Lemma 1.167. Funktion g: R® — R, g(x) = ||x||* derivaattamatriisi on
g (x) = 2xT, kun kirjoitetaan x € R™ pystyvektorina.

Funktion f sisifunktion y — Ab derivaattamatriisi on —A, joten lemman
1.167 ja ketjusddnnén mukaan

F'(b) = —2(y — Ab)" 4.
Haetaan kriittinen piste:
f(b)=0
& (y—-4Ab)fA=0
= ATy —Ab) =0
o ATAb = ATy

)"
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Jos AT A on kiifintyvi, niin saadaan yksikésitteinen ratkaisu

b= (ATA) ATy, (1.168)

Menetelméda on mahdollista soveltaa myos yleisemmmille funktioille y kuin
polynomeille.

Esimerkki 1.169. Sovita PNS-suora datapisteisiin

x| 0 1 2 3 4
yi | 2,10 1,92 1,84 1,71 1,64

Ratkaisu. Tapa 1. Kéytetddn yhtéloparia (1.166):

10b; + 30by = 17,29 b, = 2,068
5by + 10by = 9,21 by = —0,113

PNS-suora on y = 2,068 — 0,113x.
Tapa 2. Kéytetdan yhtdloa (1.168). Nyt

10 2,10
11 1,92

A= 11 2| ja y=|1,84],
1 3 1,71
1 4 1,64

joten

o 5 101, [921 [ 2,068
Adb=Ay & {10 30} b= {17,29] b= {—0,113} |

Siten PNS-suora on y = 2,068 — 0,113x.

y = 2,068 — 0,113z
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Esimerkki 1.170. Sovita PNS-paraabeli y = a + bz + cx? pisteisin (—1,1),
(07 _1)7 (17 0) ja (2a 2)
Ratkaisu. Nyt

1 -1 1 . 1
1 0 0 . -1
A—lll,b—bjay—o,
1 2 4 g 2
joten
4 2 6 2 —7/10
ATAb=A"y & [2 6 8|b= 3| « b=| -3/5
6 8 18 9 1
. . 7 3 )
Siten PNS-paraabeliony=—— — —x +=x
10 5
Y
y=—15 s+’
2»
1»
t \ g t xXr
—1e

2 Taso- ja avaruusintegraali

2.1 Kertaus: reaalifunktion integraali

Olkoon f: [a,b] — R rajoitettu funktio. Jaetaan vili [a,b] osavéleihin jako-
pisteilld a = xg < x1 < -+ < xp_1 < x, = b. Jakopisteiden muodostamaa
joukkoa P = {zg,x1,...,x,} kutsutaan vilin [a,b] jaoksi (partition). Vali-
taan jokaiselta osavaliltd [z;_q,x;] piste x} ja merkitdan Az, = z; — x; 1,
ts. Az; on @mnen osavilin pituus. Jaon normiksi |P| sanotaan pisimmén
osavilin pituutta, ts. |P| = max{Az; : i =1,2,...,n}. Summaa

R=Y f)Aa,
=1

kutsutaan jakoon P ja pisteisiin x] liittyvéiksi Riemannin summaks.
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a=xy T1 "Xy "x3 Ty Xy Teg=2>

Jos f(z) > 0, niin Riemannin summan kukin termi on kuvan mukaisen suo-
rakulmion pinta-ala, joten Riemannin summa antaa arvion funktion f ku-
vaajan ja z-akselin véliin jadvin joukon pinta-alalle vélilla [a, b]. Kuvassa on
vksinkertaisuuden vuoksi valittu piste x7 vilin keskipisteeksi ja osavilit yh-
ta pitkiksi. Geometrisesti on ilmeisté, ettd arvio paranee, kun osavilijakoa
tihennetédén, ts. kun |P| — 0. Tdmé antaa motivaation integraalin mééritte-
lemiseksi:

Maéaritelmi 2.1. Olkoon f: [a,b] — R rajoitettu funktio. Jos raja-arvo

I = lim Zf(xf)Aacl
i=1

|P|—0

on olemassa, niin sanotaan, etti f on integroituva (integrable) valilla [a, b] ja
luku I on funktion f integraali (integral) yli vilin |a,b]. Tall6in merkitaan

I:/abf(a:)dx:/abf.

Geometrinen tulkinta méaaritelmélle on, etté jos f(z) > 0 ja f on integroitu-

va, niin luku
b
/ f(z)dx

on funktion f kuvaajan ja z-akselin viliin jadvan joukon pinta-ala.

2.2 Tasointegraali suorakulmiossa

Yleistetdin integraali R?:n osajoukkoihin. Edelld integroimisjoukkona oli yk-
siulotteinen viili [a, b], joka jaettiin yksiulotteisiin osavileihin. Joukko R C R?
jaetaan vastaavasti kaksiulotteisiin osajoukkoihin. Aloitetaan yksinkertaisim-
masta tapauksessa, jossa R on suorakulmio

R=1[a,b] x [e,d] = {(z,y) eR*: a <2 <b, c<y<d}.
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Jaetaan vilit [a,b] ja [c, d] osavilleihin kiyttden jakopisteitd
Aa=Tg<T1 < < Type1 < Ty =00
ja
c=1Yy <Y <+ < Ypo1 < Yp =d.
Néma jaot jakavat suorakulmion R mn kappaleeseen osasuorakulmioita R;;,
1 =1,...,m, j = 1,...,n. Osasuorakulmioiden kulmapisteiden muodosta-

maa joukkoa
P={(x;,y;): i=0,...m, j=0,...,n}

kutsutaan suorakulmion R jaoksi (partition). Merkitdén osavélien pituuksia
Azx; = z; — x;1 ja Ay; = y; — y;_1, jolloin osasuorakulmion R;; pinta-ala on
Ax; Ay;. Jaon P normi |P| on maksimi osasuorakulmioiden halkaisijoista,
ts.

|P| = max{diam(R;;): i =1,2,...,m, j=1,2,...,n}, missi
diam(R;j) = \/(Az;)? + (Ay;)2.

Y
R

d=ys T

Yo + R42

\ * *
Y1+ — (%, i)

C=Yo t

} —F—t } T

a=xy T TyXs3 Ta=0b

Valitaan liséiksi jokaisesta osasuorakulmiosta Rg; piste (z;,y;;). Jos f(z,y)
on suorakulmiossa R méiritelty reaaliarvoinen funktio, niin summaa

ZZIF(%Z’?J;}) Az; Ay; (2.2)

i=1 j=1

kutsutaan jakoon P ja pisteisiin (xjj,y;;) liittyvaksi funktion f Riemannin
summaksi. Jos f(r,y) > 0, niin Riemannin summan termi f(z};, y;;) Av; Ay,
on R;j-pohjaisen f (xfw y;“j)—korkuisen suorakulmaisen sdrmion tilavuus. Rie-
mannin summa antaa siten approksimaation f:n kuvaajan ja xy-tason viliin
jaavin joukon tilavuudelle.
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Geometrisesti on ilmeisté, ettd arvio paranee, kun osavilijakoa tihennetién,
ts. kun |P| — 0. Tamé antaa motivaation integraalin méirittelemiseksi:

Maaritelm4 2.3. Olkoon f: R — R rajoitettu funktio suorakulmiossa R =
[a,b] X [c,d]. Jos raja-arvo

I'=1im Y > f(a},ul) Az; Ay,
i=1 j=1

on olemassa, niin sanotaan, ettd f on integroituva (integrable) joukossa R ja
luku I on funktion f integraali (integral) yli joukon R. T&ll6in merkitadn

- //Rf(:z:,y) da dy.

Maéaritelmén raja-arvo tarkoittaa tarkemmin ottaen seuraavaa: raja-arvo on
I, jos kaikilla € > 0 on olemassa § > 0 siten, etté

=Y flag uy) Az Ay,

i=1 j=1

<€, (2.4)

olipa P miké tahansa joukon R jako ja (z7, yj) mitkéd tahansa siihen liittyvat
jakopisteet siten, ettd |P| < 6.

Geometrinen tulkinta mééritelmélle on, ettd jos f(z,y) > 0 ja f on in-
tegroituva, niin funktion f kuvaajan ja xy-tason viliin jifivin joukon 7' C R3
tilavuus v(7") on

o(T) = / /R f(z,y) dz dy. (2.5)
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Lause 2.6 (Fubinin lause, viipalointiperiaate). Suorakulmiossa R = |a,b] X
[e,d] jatkuva funktio f: R — R on integroituva ja

//Rf(a:,y)da:dyz/ab/Cdf(:v,y)dyd:v:/Cd/abf(x,y)dxdy.

Perustelu. Oletetaan, ettd f(x,y) > 0, jolloin kyseessd oleva integraali on
f:n kuvaajan ja zy-tason vilisen joukon T tilavuus:

or) = [ /R F(z,y) dw dy.

Tarkastellaan integroimisjirjestysté

/ab /Cdf(x,w dy da (2.7)

(toinen jérjestys vastaavasti). Kun = € [a,b], niin (2.7):n sisempi integraali
on reaaliluku. Voidaan siis méaritelld funktio

A [0,b] 5 R, A(z) = / f(.y) dy,

/a " Ale)de.

jolloin (2.7) tulee muotoon

b -
b

Geometrisesti A(z) on sen z-akselia vastaan kohtisuoran tason, joka leikkaa
x-akselin pisteessd xz, ja joukon T leikkausjoukon pinta-ala. Yksiulotteisen
integraalin maéritelmén 2.1 mukaan

m

/ Alz)dr =Y Alx]) Az,

=1
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Taméan Riemannin summan termit voidaan tulkita niin, ettd kerrotaan 7:n
sen poikkileikkauksen (viipaleen), jossa x = x}, pinta-ala A(z}) viipaleen
paksuudella Ax;. Summa siis approksimoi tilavautta v(7'), ja rajalla |[P| — 0
saadaan

v(T) = /ab A(z) dx. O

Taméan geometrisen tulkinnan vuoksi lauseen menetelmésti kiytetddn ni-
mitysta wviipalointiperiaate. Kaytinnossa: (2.7):ssa sisempéni integroidaan
y:n suhteen pitden x:44 vakiona ja sen jilkeen tdmén integroinnin tulos in-
tegroidaan x:n suhteen. Tatd havainnollistetaan vasemmanpuoleisessa kuvas-
sa. Vastaavalla tavoin voidaan kidyttadd painvastaista jarjestysté

/cd/abﬂx,y)dxdy,

ks. oikeanpuoleinen kuva.

Y Y
d d
Y
c c

8
8

e ; :
Esimerkki 2.8. Olkoon f(z,y) = 2 + .

a) Arvioi integraalia
I= //(3:2+y)da:dy
R

joukossa R = [0,1] x [0,2] Riemannin summalla jakamalla R kummassakin
suunnassa kahteen osaan ja kiyttamélla pisteind (z7;, y;;) osasuorakulmioiden
keskipisteita.
b) Laske integraali /.

1
Ratkaisu. a) Kunkin osasuorakulmion pinta-ala on Az; Ay; = 3 1=

joten (piirrd kuval)

2 2
SN g un) Ax Ay; = fah ) Ay Ayr + F(25,,55) Az Ay

i=1 j=1
+ f(251, y51) Axg Ayr + f(259, Ys5p) Azg Ay
_f zl; %) _+f(472) _+f(472) _+f(472)'%:2,625.
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b) Kéytetaén lausetta 2.6:

1 2 1 2
I:/ /(x2+y)dydx:// (z%y + 1v°) da
0 0 0 0
1 1
- [ ) dx:/ (20% + 20) = & ~ 2,67,
0 0

Kokeile my0s integroimisjérjestysté

2 1
/ / (z° + y) dz dy.
o Jo

Huomautus 2.9. Jos sisidkkiisilld integraaleilla on vakiorajat ja integroitava
funktio voidaan separoida muotoon f(x,y) = g(x)h(y), niin

/:/cdfu,y)dydx:/:g(x) (/cdh(y)dy> dr
A

vakio

_ </cdh(y)dy) (/abg(:c)da:).

Tamé& nopeuttaa usein laskemista.

Esimerkki 2.10.

[ s ([ o) ([ 9)
(L) (%) s

2.3 Tasointegraali projisoituvissa joukoissa

Olkoon seuraavaksi A C R? miki tahansa rajoitettu joukko. Koska A on
rajoitettu, niin se siséltyy johonkin suorakulmioon R = [a,b] X [c, d].

Yy
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Jos f: A — R on A:ssa mééritelty reaaliarvoinen funktio, niin sen nollajatko
joukkoon R on funktio f°: R — R,

0 _ f(xay)a jOS (l’,y) € A,
flay) = {07 jos (x,y) € R\ A.

Miééritelmé 2.11. Olkoon A C R? ja A C R = [a,b] x [c,d]. Rajoitet-
tu funktio f: A — R on integroituva joukossa A, jos f:n nollajatko f° on
integroituva suorakulmiossa R, ja tilloin funktion f integraali yli joukon A

/ /A fa.y) dody = | /R 1(z, ) dz dy.

Integraalille kiiytetdan myods merkintdjé

flemaa- -

Esimerkki 2.12. Olkoon A = {(z,y) € R*: z € [0,1]NQ, y € [0,1]} ja
f: A= R, f(z) = 1. Asiis koostuu nelién [0, 1] x [0, 1] pystysuorista janoista,
joilla xz-koordinaatti on rationaalinen ja f on vakiofunktio 1. Valitaan R =
[0,1] x [0,1] D A ja sille mikd tahansa jako. Jokainen osasuorakulmio R;;
sisaltdd nyt sekd A:n ettd A:n komplementin pisteitd, joten jokainen piste
(x7;,y7;) voidaan valita siten, ettd (x7;,y;;) € A. Silloin fO(z};,v;;) = 1 ja
Riemannin summa on

ZZJCO(I%;?J;’) Az; Ay; = ZZA% Ay; = 1.

i=1 j=1 i=1 j=1

Vastaavasti jokainen piste (z;,y;;) voidaan valita siten, ettd (z7;,y;;) ¢ A.
Silloin f%(z};,45) = 0 ja Riemannin summa on 0. Riemannin summilla ei
siten voi olla raja-arvoa, kun |P| — 0, eikd f ole integroituva.

Esimerkin 2.12 mukaan edes vakiofunktio 1 ei vilttdméttéd ole integroituva.
Integroituvuus riippuukin sekd funktion f ettd joukon A ominaisuuksista.
Usein kdytannon tilanteissa parjataan seuraavalla tuloksella.

Lause 2.13. Jos suljetun ja rajoitetun joukon A C R? reuna koostuu ddrel-
lisen monesta paloittain siledstd kayrdstd ja f: A — R on jatkuva, niin f on
ntegroituva.

Lauseissa 2.13-2.17 lueteltujen tasointegraalin perusominaisuuksien tarkka
todistaminen vaatisi huomattavan paljon ty6td. Talla peruskurssilla tyydym-
me perustelemaan ominaisuuksia geometrisesti.
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Esimerkki 2.14. Lasketaan

// 1dz dy,
B

kun B = B((0,0),1) (eli B on origokeskinen 1-siiteinen suljettu kiekko). Nyt
f(z,y) = 1. Valitaan R = [—1,1] x [-1,1] D B ja jaetaan R tasavilisesti
n X n osanelioén R;;. Jos Ry ¢ B, niin valitaan (z7;,y;;) € R\ B. Silloin
f(x3,y5;) = 1, jos Ri; on kokonaan kiekossa B ja f(z};,y;;) = 0 muulloin.
Niinpd Riemannin summa on

DO fag ) A Ay
i=1 j=1

on niiden nelididen yhteenlaskettu pinta-ala, jotka ovat kokonaan kiekossa
B. Mita tihedmpi jako peittavilla suorakulmiolla on, sitd tarkemmin kiekon
sisdapuolelle jadvien osasuorakulmioiden yhteenlaskettu pinta-ala approksimoi
kiekon pinta-alaa. Summan raja-arvo ldhenee siten kiekon pinta-alaa, kun

|P| — 0, eli
// ldzdy = .
B

Esimerkin 2.14 idea voidaan yleistdd, eli integraali voidaan laskea sellaisten
Riemannin summien raja-arvona, joihin otetaan mukaan vain ne osasuora-
kulmiot, jotka ovat kokonaan joukossa A:
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Lause 2.15. Olkoot A, R ja f kuten mdaritelmassi 2.11 ja valitaan R:lle
jaot kuten luvussa 2.2. Silloin f on integroituva jos ja vain jos seuraava raja-
arvo on olemassa ja

//A flz,y)drdy = S SN f(ayuy) Az Ay;. (2.16)
i=1 j=1

R;;CA

Lauseen 2.17 kohta (1) toteaa esimerkin 2.14 tuloksen pétevin yleisemmin-
kin. Kohdissa (2)—(3) yleistetaén tilavuustulkinta (2.5). Kohdat (4)—(7) voi-
daan perustella samaan tapaan kuin yksiulotteiselle integraalille (ks. [12,
lause 1.33]).

Lause 2.17 (Tasointegraalin ominaisuuksia). Integroituville funktioille f ja
g: A—= TR (A CR?) pitee:

1) // ldx dy = a(A) = joukon A pinta-ala.
A

(2) Jos f(x,y) > 0 joukossa A, niin joukon A ja funktion [ kuvaajan
vdliin jadvdn joukon T tilavuus on v(T) = / f(z,y) dz dy.
A

(3) Jos f(x,y) < 0 joukossa A, niin joukon A ja funktion f kuvaajan
véaliin jadvan joukon T tilavuus on v(T) = —/ f(z,y) dx dy.
A

@ [ ctwndedy=c [[ f@yizdy  cemr)
(5) // (x,y) +g(x,y)) dxdy—/ fmyd:}cdy+// g(x,y) drdy.

(6) Jos f(x,y) < g(z,y) kaikilla (z,y) € A, niin

/Af(x:?/)dxdyﬁ//Ag(:v,y)dxdy.

0 | [ et < [f i) o
A
(8) Jos A jaetaan erillisiin osiin Ay ja As (ts. A = AjUAy ja AyNAy =10)

ja f on integroituva Ay:ssa ja As:ssa, niin

/ [ @y dody = / [ dndy+ / [ f )y
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Oletetaan, ettéd rajoitetun joukon A C R? reuna koostuu #irellisen monesta
paloittain siledistd kiyrista ja ettd f on integroituva A:ssa. Voidaan osoittaa,
ettd tallin f on integroituva myds A:n sisuksessa int(A), reunalla JA ja
sulkeumassa A (ks. midritelmi 1.56). Lisiiksi voidaan osoittaa, ettd reunan
0A pinta-ala = 0, jolloin

/ f(x,y)dxdy = 0.
0A

Niinp#

/A(A)f(x,y) dxdyZ//Af(x,y)dxdy://Af(x,y)dxdy. (2.18)

Integroimistuloksen kannalta ei siten ole merkitysta silld, mitkd reunapisteet
kuuluvat integroimisjoukkoon ja mitka eivét.

Mééiritelmé 2.19. A C R? on z-projisoituva (z-simple), jos se on muotoa
A={(z,y) eR*: z€[a,b], yi(z) <y < ya(2)},

missi y; ja y» ovat jatkuvia funktioita. A C R? on y-projisoituva (y-simple),
jos se on muotoa

A={(z,y) eR*: y€le,d], 21(y) <z < ma(y)},

missd x; ja xo ovat jatkuvia funktioita.

xr-projisoituva joukko y-projisoituva joukko
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Lause 2.20. Olkoon f: A — R jatkuva. Jos A on x-projisoituva, niin f on

integroituva ja
y2(z)
//f:r;yd:z:dy—// f(z,y) dy dz,
y1(z)

ja jos A on y-projisoituva, niin f on integroituva ja

//f:vyd:cdy—// f(z,y) dx dy.

Todistus. Integroituvuuden tarkastelun sivuutamme. Todistetaan kaava siind
tapauksessa, ettd A on z-projisoituva (y-projisoituva tapaus vastaavasti).

Y
d+

Peitetdan A suorakulmiolla R = [a, b] X [¢, d]. Télloin kullakin = € [a, b] kuvan
mukaisella pystysuoralla janalla nollajatko fO(x,y) = 0, kun y € [c, yi(z)] tai

y € [ya(2),d] ja fO(z,y) = f(z,y), kun y € [y:1(x), y2(x)]. Siten lauseen 2.6
viipalointiperiaatteen mukaan

//fa:ydxdy—/ foxydwdy—//fo y) dy dz
:/ (/ 0dy+/ f(z, y)dy+/ Ody) dx
y1(x) y2(x)
yz(l“
/ / flz,y) dy dz. O]
y1(x)

Esimerkki 2.21. Olkoon A kiyrien y = 22 ja y = 2% rajaama rajoitettu

tasojoukko. Laske
//(4:1: +2)dzdy
A
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kummassakin integroimisjérjestyksessa.
Ratkaisu. Kiyrien leikkauspisteissi 2z = 22 < z(z—2) =0 & x =0 tai
T = 2.

A on z-projisoituva, silld
A={(z,y) eR*: 2€10,2], 2° <y < 2},

Uloimman integroimismuuttujan x rajat ovat siis 0...2 ja kullakin z y:n
rajat ovat z2...2x (ks. kuva):

2 2z
//(4x+2)d:rjdy:/ / (4x + 2) dy dz
A x?
02 2z
= / / (4zy + 2y) dx
0 x2
2

= / (8x2 + 4z — (4x3 + 2x2)) dx

0
2
= / (—4:63 + 622 + 43:) dx
0

2
:/ (=2 +22° +22%) = —16 + 16 + 8 = 8.
0

A on my0s y-projisoituva, silld

A:{(x,y)€R2: y € [0,4], %gxg\/g}.

Uloimman integroimismuuttujan y rajat ovat siis 0...4 ja kullakin y x:n
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rajat ovat y/2...,/y (ks. kuva):

TN
//(4x+2)dxdy—/ / (4x + 2) dz dy
A 0 Jy/2

Esimerkki 2.22. Laske

Lo
/ / e’ dydzx.
0 Jyz

Ratkaisu. Funktion ev’ integrointi y:n suhteen ei suoraan onnistu. Hahmo-
tellaan kuva integroimisjoukosta A ja kokeillaan toista integroimisjérjestysta.
Ulomman integroimismuuttujan x rajat ovat 0...1 ja kullakin = y:n rajat
ovat /r...1, joten saadaan oheisen kuvan mukainen joukko.

Y

y=Vr & =y

1

Toisessa jarjestyksessd uloimman integroimismuuttujan y rajat ovat 0...1 ja
kullakin y z:n rajat ovat 0...y?%, joten

Lo 1 py? , 1 92 ,
/ / e¥ dydm:/ / e¥ da:dy:/ / xe’ dy
0o Jyz o Jo 0 /o

! 3 11 3 e—1
:/ y2ey dy:/ —e¥ = )
0 0 3 3

Esimerkki 2.23. Laske paraabelin y = 2% ja suoran y = x + 2 rajaaman
tasojoukon A pinta-ala.
Ratkaisu. On laskettava funktion 1 integraali joukossa A.
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Y
(2,4)
=x+2
(_17 1)
y =2’
x
Kiéyrien y = 22 ja y =  + 2 leikkauspisteissi 22 —x —2 =0 & z = —1 tai

x = 2. Niinpé

2 pz42 2 a2
a(A)://ld:Edy:/ / dyd:z::/ / ydx
A —1 Jz2 —1 /22

2 9
:/ (a:+2—:1:2)dx:---:—.
-1 2

Esimerkki 2.24. Laske sen joukon T tilavuus, jota rajoittaa ylhaéltd para-
boloidi z = 22 + y? ja alhaalta xy-tasossa suorien y =z, v = 0jay +x = 2
rajaama rajoitettu joukko.

Ratkaisu. On laskettava funktion f(z,y) = 2* + y? > 0 integraali em. suo-
rien rajaamassa joukossa A.

Suorien y = z jay = 2—x leikkauspiste on (1, 1), joten A on kuvan mukainen
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kolmiojoukko.

1 2—x
U(T)://(x2+y2)dwdy=/ / (2% +y%) dy dx
1A - , 0 x
_ 2 13
_/o/x (:By+3 )d:z:
! 1 1
:/ (:1:2(2—33)4——(2—:5)3— (.9:3+—a:3)> dx
; 3 3
1
8 4 8 4
- 0P 4 e+ S de == -
/0 ( 3;17 + 4dx 93+3> dx 3

Olkoot z1(z,y) ja zo(z,y) jatkuvia funktioita joukossa (x,y) € A. Oletetaan,
ettd zo(z,y) > z1(z,y) > 0. Silloin pinnan z = z5(z,y) ja Am véliin jadvin
joukon tilavuus V5 ja pinnan z = z;(x,y) ja A:n viliin jadvin joukon tilavuus
V1 ovat lauseen 2.17 kohdan (2) mukaan

w://22<x,y>dxdy a Vi [[ a@yded.
A A

Nyt pintojen z; ja 2o viliin jadviin joukon T' C R3 tilavuus on Vs — V], ts.

o) = [ Calery) = sa(o.) oy (2.25)

2= z(x,y)

s
Vs
2 7
.
744

7,
77
777 I//,,'I
5
Vit
8y

/ Z = Zl(x7y)

Kaava (2.25) pétee myos, vaikka z; ja zo eivét olisikaan kaikkialla ei-ne-
gatiivisia. Jos ndet m = ming z; < 0, niin pinnat z = 25(z,y) — m ja z =
z1(x,y) —m ovat ei-negatiivisia ja rajaavat véliinsd saman tilavuuden kuin 2,
ja z1. Naille pinnoille kaavassa (2.25) tulee laskettavaksi integraali funktiosta
(zo(z,y) —m) — (z1(z,y) — m) = 29 — 21, eli pdddytddn samaan kaavaan.
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Esimerkki 2.26. Laske elliptisen paraboloidin z = 22 + 3y? ja pinnan
2 = 4 — y? rajaaman rajoitetun joukon 7T tilavuus.

Ratkaisu. Paraboloidi avautuu ylospéin ja toinen pinta alaspiin, joten tassi
alempi pinta on z;(z,y) = 2%+ 3y? ja ylempi pinta zy(z, y) = 4 —y>. Integroi-
misjoukon A selvittdmiseksi on ratkaistava epayhtdlo z(z,y) < zo(z,vy):
22+ 3y < 4—-9y* & 2%+ 4y* < 4. Integroimisjoukon reunakiyri on
siis ellipsi 22 + 4y® = 4 ja A voidaan kirjoittaa y-projisoituvana joukkona

A= {(m,y) ceR*: ye[-1,1], —\/4—42 <2< \/4—4y2}.
Niinpa
1 N/ 4—4y?
v(T) :/ / (4—y* — (2 +3y%)) dady
—1J i
1 £/ 4—4y?
—/ / (4 — 2 — 4y°) dady
1J=

\/ 4—4y?
1 \/ 4—4y?
:2/ / (4—x2—4y2) dx dy
~1Jo

1 V/4—4y? 1
= 2/ / (420 — -’ — 4xy2) dy
-1/ 3

! 1
:2/ (4 4—4y2—§(4—4y2)3/2—4 4—4y2y2) dy

1
4 ! 32 (1 ,
5/ (4—4y2)3/2dy:§/ (1—y*)*?dy
-1 -1
392 w/2
N 3 —7/2

cos* udu = 4.

Tassa kolmannella rivilla kiytettiin tietoa, ettéd integrandi on parillinen funk-
tio x:n suhteen. Viimeiselld rivilld tehtiin muuttujanvaihto y = sinu, jolloin
dy = cosudu ja /1 —y? = cosu (piirrd suorakulmainen kolmio, jossa u on

terdvi kulma). fow/ ? cos® u du katsotaan taulukosta.

Miiritelmi 2.27. A C R? on yhtendinen, jos mitkéi tahansa kaksi A:n
pistettd voidaan yhdistda jatkuvalla kdyrélld, joka on kokonaan A:ssa.
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Lause 2.28 (Tasointegraalin véliarvolause). Olkoon A C R? suljettu, rajoi-
tettu ja yhtendinen, ja olkoon a(A) > 0. Jos f: A — R on jatkuva, niin on
olemassa (a,b) € A siten, elti

/Af(:c,y) dx dy = f(a,b)a(A). (2.29)

Todistus. Koska A on suljettu ja rajoitettu, niin jatkuva funktio f saavuttaa
sielld pienimmén arvonsa m ja suurimman arvonsa M. Saavutettakoon ndmé
arvot pisteissi (x1,y1) € Aja (x2,y2) € A, ts. f(z1,y1) = mja f(xa,y2) = M.
Nyt m < f(z,y) < M kaikilla (z,y) € A, joten lauseen 2.17 kohdan (6)

mukaan
//mdxdyg// f(x,y)dxdyg/ M dx dy.
A A A

Laskemalla oikean ja vasemmanpuoleiset integraalit lauseen 2.17 kohtien (4)
ja (1) mukaisesti saadaan

< / [ ) dwdy < Ma()

joten

Koska A on yhtendinen, voidaan pisteet (x1,y1) ja (22, y2) yhdistad kdyralla
r(t) = (z(t),y(t)) (0 <t < 1) siten, ettd r(0) = (z1,v1) ja r(l) = (29, y2).
Nyt g(t) = f(r(t)) on vililla [0, 1] jatkuva reaalifunktio, jolle g(0) = m ja
g(1) = M. Jatkuvien funktioiden véliarvolauseen mukaan g saavuttaa myos
kaikki arvojen m ja M viliset arvot. Erityisesti se saavuttaa erdéssé pisteessi
to € [0, 1] arvon

glto) = F(x(to)) = ﬁ / [ty dady.

Voidaan siis valita (a,b) = r(t). O

Jos (a,b) on kuten lauseessa 2.28, niin

// 2,y) — fla b))dxdy://Af(x,y)dxdy—/Af(a,b)dxdy

= / : f(z,y)dzdy — f(a,b)a(A)

—//Af(x,y)d:cdy—/Af<m,y>dxdy—o.
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Niinpé funktion f(x,y)— f(a,b) kuvaajan ja ry-tason viliin jadvista tilavuu-
desta on yhtd paljon xy-tason ala- kuin ylapuolella. Siten funktion f(x,y)
kuvaajan ja tason z = f(a,b) viliin jadvistd tilavuudesta on yhté paljon ta-
son z = f(a,b) ala- kuin yldpuolella.

Talla perusteella arvoa f(a, b) voidaan sanoa funktion f keskiarvoksi jou-
kossa A. Keskiarvo voidaan méaritelld myds niille integroituville funktioille,
jotka eivat ole jatkuvia.

Méiéritelmé 2.30. Integroituvan funktion f: A — R (A C R?) keskiarvo
(average value) on luku

— 1 /
=—— [| flz,y)dzdy.
a(A) JJa
Tasointegraalin viliarvolause voidaan nyt muotoilla niin, ettd "jatkuva funk-

tio saavuttaa keskiarvonsa’.

Esimerkki 2.31. Laske funktioiden f(z,y) = x ja g(x,y) = y keskiarvot
kolmiossa A, jonka kirkipisteet ovat (—1,0), (2,0) ja (2,2).
= (3

Ratkaisu. Kolmion pinta-ala on a(A) 2)/2=13ja
, 2 2
A=< (r,y) eR*: -1 <x <2 O§y§§x+§ .

2x/3+2/3 2x/3+2/3
:3//$dxdy— / / rdydr = = / / xy dx
—1

1

:3/($+ 2r)de=1 ja

2x/3+2/3 2:p/3+2/3
Y= //ydxdy— / / ydydr = = / /
1

1
5—4 (4:1: +83:+4)da:—3
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Esimerkissd 2.31 z:n keskiarvo 7 ja y:n keskiarvo 7 joukossa A C R? antavat
joukon A painopisteen (T,7).

2.4 Tasointegraalin laskeminen napakoordinaateilla

Tason R? piste (z,y) voidaan ilmaista napakoordinaattien (polar coordina-
tes) r (etdisyys origosta) ja 6 (kulma positiivisesta x-akselista vastapéiviin)
avulla. Kosinin ja sinin méa#ritelmien mukaan kulmaa 6 vastaava kehépiste
vksikkdympyralld on (cos@,sinf), joten r-siteiselld ympyrélld kehépiste on
(x,y) =r(cosh,sinf) = (rcosb,rsinb).

(x,y) = (rcosf,rsinf)

(cos @, sin )
0

A :

T

1 r

x- ja y-koordinaattien ja napakoordinaattien r ja 6 vilinen riippuvuus on siis

Tz =1rcosf (2.39)

y =rsinf

Tapauksessa 0 < 6 < 7/2 riippuvuudet voidaan lukea my6s seuraavan kuvan
suorakulmaisesta kolmiosta:

Y

Kédnteiseen suuntaan kaavat (2.32) voidaan kirjoittaa

VAt

tanGz% (kun x # 0)

(2.33)
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Jalkimmaéisestd voidaan laskea suoraan 6 = arctan(y/z) silloin, kun —7/2 <
0 < 7/2. Muissa tapauksissa kulman osuminen oikeaan neljannekseen tulee
erikseen pohtia. 6 ei ole yksikésitteinen, silld kiinnitetylld » kulmat 6 + n27
(n € Z) vastaavat samaa pistettd. Tilanteesta ja sovelluksesta riippuen 6 on
tapana valita vililta [0, 27| tai [—m, 7.

Riemannin summa (2.2) voidaan kirjoittaa

Z Z f(x?j) y;j>a’(Rij)a

i=1 j=1
missid a(R;;) on R;jn pinta-ala. Integroimisjoukon R ja joukkojen R;; ei
tarvitse olla suorakulmioita. Tarkastellaan esimerkiksi kuvan mukaista jouk-

koa R, joka koostuu napakoordinaateissa ilmaistuna pisteistd a < r < b,
a<60<p.

Y

R42

(719, i) = (112 cos(01y), 73 sin(01,))

Valitaan vélin [a, b] jako
a=ro<ri<---<r,==b

ja vélin [«, 5] jako
a:90<91<~~-<9n:6.

Nyt R jakautuu kuvan mukaisiin osajoukkoihin R;;, jotka koostuvat napa-
koordinaateissa ilmaistuna pisteistd r,_y < r < r;, 0,1 < 0 < 0;. Mer-
kitddn Ar; = r;y — 1y ja A0; = 051 — 0; ja valitaan pisteet (77;,y;;) =

(r7; cos(05;), ri;sin(0;;)) € Rij.



INSINOORIMATEMATIIKKA 4U 110

/
/
/ \
/ \
?“i,lAQj -

/ \
(A \
/ ]/’/ \

/ e \

9. \- \

/ -

7 2/ \

N 0 1 |

’- J— ‘1

\

\

\

\

|

i
ri—1 i

T

Kun Af; ja Ar; ovat pienid, niin R;; on oleellisesti suorakulmio, jolloin sen
pinta-alaa voidaan arvioida a(R;;) ~ r;_1 Af; Ar; (eli kanta x korkeus). Siten

ZZf(ijay:j ZZfT cos(

i=1 j=1 i=1 j=1

i) T sin(0;) )i Arg AB;.

Tamén yhtalon vasen puoli on integraaliin

/ f(x,y) de dy
R

liittyva Riemannin summa ja oikea puoli integraaliin

/aﬁ /ab f(rcos(8),rsin(8))r drdf

liittyva Riemannin summa. Jaon tihentyessé edelld tehty arvio "a" paranee,
joten olemme saaneet perusteltua:

//Rf(%y)dxdyz/j/abf(rcos&rsine)rdrde. (2.34)

Integraalissa (2.34) r on pinta-alan suurennussuhde: kuvajoukon pinta-ala
on r-kertainen pinta-alaan Af Ar verrattuna. Palataan suurennussuhteeseen
vield luvussa 2.9. Tulos (2.34) pétee yleisempiinkin joukkoihin:

Lause 2.35. Olkoon R C R? tasojoukko, joka koostuu niistd pisteistd, joille
napakoordinaateissa (r,0) ilmaistuna pitee o < 0 < B ja r1(0) < r < ry(0),
missd r1 ja ro ovat jatkuvia funktioita. Jos f: R — R on jatkuva, niin f on

integroituva ja

B pra(0)
// f(z,y) d:pdy:/ / f(rcos@,rsind)rdrdd. (2.36)
R a Jri(0)
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T

Esimerkki 2.37. Olkoon R = {(z,y) e R? : 1 <a?4¢y* <4, 2 >0, y > 0}.

Laske
/ / xy dx dy.
R

Ratkaisu. R on joukko, jonka pisteille napakoordinaateissa ilmaistuna péitee
1 <r<2ja0<0<m/2 Piirrd kuva! Niinpa

w/2 P2 /2 21
//xydxdy:/ /rcos&-rsin0~rdrd9:/ cos@sin@/ —rtdp
R 0 1 0 . 4

15 (™

/2
15 1 15
= — cosfsinfdf = — —sin?f = —.
4 J, 4/ 2 8

Huomautuksen 2.9 mukaan voitaisiin myos separoida ja kirjoittaa suoraan

w/2 2
// rydxdy = (/ cos@sin@dG) (/ TSdr) - ...
R 0 1

Esimerkki 2.38. Laske paraboloidin z = 4—x2 —y? ja zy-tason viliin jifivin
rajoitetun joukon 7' tilavuus.

Ratkaisu. Paraboloidi avautuu alaspéin ja z-koordinaattia rajaa ehto
z=4—2>—9y* >0 & 22+ y* < 4. Niinpd T:n projektio zy-tasolle on
2-sdteinen origokeskinen kiekko

R={(z,y) €R*: 2" +y* < 4}
={(z,y) €ER*: —2< <2 —V4—22<y<Vi—2a2}

ja kysytty tilavuus on siten

U(T)://R (4 — 2% —y?) dzdy.

xy-koordinaateissa integroinnista tulisi hankala:

2 VAa—z?
v(T) = / / (4 — 2 — y?) dydu.
—2J—V4—22
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Napakoordinaateissa R:n rajat ovat 0 < r < 2 ja 0 < 0 < 27 ja koska
22 + 9% = r?, niin

v(T) = /027r /02(4—r2)rdrd9: (/O% d@) (/02(4—r2)rdr)
:27r/02(4r—7’3)dr:27r/02 (272—;) = 8.

Huomautus 2.39. Pallopinta ja sylinteripinta.
Olkoon a > 0. Joukon

S= {(177%2) e R®: x2+y2+z2:a2}

pisteiden (z,y, z) etdisyys origosta on vakio a, joten S on a-sdteinen pallo-

pinta. Joukossa
S={(z,y,2) eR*: 2*+y*=a*}

etdisyys z-akselista on vakio a, joten S on a-sdteinen sylinteripinta.

i
i
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L

SSSETETTRTYRTEIRININNNNR
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ARAN
JwaRWWWZ4

i
I

(I
EATRTEARARARRARARRARAT

AW
Y

llllllllli;i'llllllllllll‘A
]

U
(NN ARRRHATARARRR

Joukko

T = {(m,y,z) ER?: 2242+ 22 < a2}
koostuu pisteistéd, joiden etdisyys origosta on < a, joten T on a-siteinen
suljettu pallo. Joukko

T={(z,y,2) eR*: 2* +y*> < a’}

koostuu pisteisté, joiden etéisyys z-akselista on < a, joten T on a-séiteisen
sylinteripinnan rajoittama joukko ("umpinainen tanko”).

Esimerkki 2.40. Laske sen joukon 7' tilavuus, jonka sylinteripinta

(x — 1)? + y? = 1 leikkaa pallosta x® + y? + 2% < 4.

Ratkaisu. Ylh&alta positiivisen z-akselin suunnasta katsottuna leikkaus xy-
tason (z = 0) kanssa néyttdi seuraavalta:
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22+ 2 = N r = 2cos(f)

(z—1)2+y*=1

On laskettava sylinterijoukon {(z,y,z) € R®: (x —1)*> + y*> < 1} sen osan

tilavuus, joka on pintojen z; = —\/4 — 22 — y? ja 2 = /4 — 2% — y? vilissi,
ts.

// Vit (VI ) dedy
:2/ VI— 2~ Rddy,
R

missi R = {(z,y) € R* : (z — 1)? + y* < 1}. Kéytetddn napakoordinaat-
teja. Selvisti —7/2 < 6 < 7/2 ja kullakin 0 r:n alaraja on 0. r saavuttaa
suurimman arvonsa R:n reunalla, eli kun

(z—102+y*=1 & 22 +y* =21 & r* =2rcosd 2 = 2cos.
Niinp

w/2 2cos 6 w/2 p2cosf
_2/ \/4—7’27’d7’d9:4/ V4 —r2rdrdf
0 0

w/2J0

/2 2cosf 1 4 /2
24/ ——(4—7’2)3/2d0:——/ 8 (1—cos20)%? -8 ) db
0 0 3 3 Jo —
(sin?0)3/? = |sin 6° = sin®#

9 w/2 ) w/2 /2
:3— (1—sin30) df = — 3 / dé’—/ sin® 6 do
3 Jo 3 0 0

32 2\ 167 64
o) ==" T x9644
3(2 3) 3~ g 7 0H

missi sin® §:n integraali katsotaan taulukosta tai tietokoneella.



INSINOORIMATEMATIIKKA 4U 114

2.5 Avaruusintegraali

Olkoon T C R? rajoitettu joukko ja f: T — R rajoitettu funktio. Pei-
tetddn T suorakulmaisella sdrmiolld, jonka sivut ovat koordinaattitasojen
suuntaiset. Jaetaan sdrmio osasdrmioihin Tij, 1 < ¢ < m, 1 < j < n,
1 < k < p, joiden sérmien pituudet ovat Az;, Ay, ja Az, ja tilavuudet
siten Az; Ay; Azy,. Otetaan mukaan ne osasirmiot 75y, joille T, C T'. Vali-
taan pisteet (274, Yij, 25x) € Tijk- Jaon normi |P| on maksimi osaséirmididen
T;;x halkaisijoista. Maédritellddn nyt funktion f(z,y, z) integraali vastaavalla
tavoin kuin kahden muuttujan funktion f(x,y) integraali lauseessa 2.15.

Maééiritelmé 2.41. Olkoon T C R3 rajoitettu joukko ja f: T — R rajoitettu
funktio. Maaritelldadn f:n integraali yli joukon T asettamalla

///Tf(x,y, 2) da dy d

m n p
. L (2.42)
= lim Z Z Z F (&0 Yoo i) A5 Ay Az,

|P|—0 £ 4
i=1 j=1 k=1

TijkCT

mikili raja-arvo on olemassa. Integraalia merkitiin myos

s~ fff s~

Maéaritelmén summaa kutustaan Riemannin summaksi. Lauseessa 2.15 Rie-

mannin summassa kerrottiin f(z,y):n arvo osasuorakulmiossa sen pinta-

alalla. Nyt kerrotaan f(x,y, z)m arvo osasdrmiossé sen tilavuudella.
Huomataan, etta

/// 1dV =v(T) = joukon T tilavuus. (2.43)
T

Lauseen 2.17 kohtien (4)—(8) ominaisuudet yleistyvit myos avaruusintegraa-
lille.

Integroituvuus riippuu sekd funktion f ettid joukon 7 ominaisuuksista.
Usein kiytannon tilanteissa parjatiaan seuraavalla tuloksella. Kéasite siled pin-
ta maaritellaan tarkemmin opintojaksolla Vektorianalyysi. Esimerkiksi tasot,
pallopinnat, sylinteripinnat ja paraboloidipinnat ovat sileitd pintoja.

Lause 2.44. Jos T on suljettu, T':n reuna koostuu ddrellisen monesta siledstd
pinnasta ja f: T — R on jatkuva, niin f on integroituva.
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Tasointegraalin viipalointiperiaate (lause 2.6) ja laskumenetelmé projisoitu-
vassa joukossa (lause 2.20) yleistyvit avaruusintegraaleille (lauseet 2.45 ja
2.48).

Lause 2.45 (Fubinin lause, viipalointiperiaate). Sarmidssi T = [ay, as] X

[b1,b2] X [c1,¢o] (ts. a1 < @ < ag, by <y < by jac <z<cy) jathuva funktio
f: T — R on integroituva ja

az b2 co
///f(xa%z)d‘/_/ / / f(z,y,2)dzdydx
T al b1 c1
€2 b2 a
@il bl al

(yhteensi 6 mahdollista jirjestystd).

Esimerkki 2.46. Laske

kun T = {(z,y,2) eR¥: —1<2<1,2<y<3 0<z<1}
Ratkaisu.

1 3 pl L3 1y
/// x2yde—/ / / nyzdzdyd:U—/ / / —2?y2® dy dx
T -1J2 Jo 12 Jy 2

P, A 2.2

= —xydydx://—my dx
/1/2 2 “1/y 4
1 1

B 5 5. 5 5 5

/_1495 dx/llzx =5

Kokeile integroida myo6s muissa yhteensd kuudessa eri jarjestyksessa!

Jos sisidkkéisilla integraaleilla on vakiorajat ja integroitava funktio voidaan
separoida muotoon f(z,y,z) = g(x)h(y)k(z), niin integraali voidaan sepa-
roida samaan tapaan kuin tasointegraali (huomautus 2.9), eli esimerkin 2.46
integraali voidaan laskea

A5

Usein integraalin laskeminen perustuu integroimisjoukon projisoituvuuteen.
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Maéiritelma 2.47. T C R® on zy-projisoituva (z-simple), jos se on muotoa
T={(z.y,2) €R’: (2,9) € R, z1(z,y) < 2z < z(z,9)},

missd R on suljettu ja rajoitettu xy-tason joukko sekd z; ja 2o jatkuvia funk-
tioita. xz- ja yz-projisoituvuus miaritelladn vastaavasti.

z
oz =z(z,y)
-
‘ T
|
- z = z1(z,y)
v [ Y
// R

Lause 2.48. Olkoon f: T — R jatkuva. Jos T on xy-projisoituva, niin

///Tf(x,y,z)dV—//R</Zj(2:j)f(az,y,z)dz) dA.

Vastaavat tulokset oval voimassa myos xz- ja yz-projisoituville joukoille.

I =av

missd 1" on koordinaattitasojen ja tason 3z + 2y + z = 6 rajoittama joukko.
Ratkaisu. Ko. tason ja z-akselin leikkauspiste saadaan asettamalla tason yh-
talossd y = z = 0: 3z = 6 < x = 2. Samalla tavoin y-akselin leikkauspisteeksi
saadaan y = 3 ja z-akselin z = 6. Kyseisen tason ja xy-tason leikkaussuora
saadaan asettamalla tason yhtdlossd z = 0: 3z +2y =6 eli y = (6 — 3z)/2.

Esimerkki 2.49. Laske
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3r+2=6 6 2+ z=6

/

r+2y+2=6

Y
3

2 \
x
3r+2y==6
T on xy-projisoituva, projektiojoukkona
R={(r,y) eR*: 0<y<(6-32)/2, 0< <2}

Lisdksi kullakin (x,y) € R zm alaraja on 0 ja yldraja ratkaistaan tason
yvhtilosta: z = 6 — 3z — 2y. Niinpé

2 p(6-3z)/2 p6—3x—2y
///de:/ / / zdzdydx
(6—3x)/2 6—3z— 2y1 (6—3x)/
/ / / 5% 2dyde = - / / 6 3z — 2y)* dy dw

(6—3z)/2
// ——6 3r —2y)* dr = D (6 37)% dx

Téassé laskussa on kuusi eri vaihtoehtoa 1ntegr01mlsjéirjestykselle. Voitaisiin
laskea myos esimerkiksi

6 pr(6—2)/2 p(6—2y—=2)/3
///de:// / zdrdydz =---=9.
T 0o Jo 0

T

Esimerkki 2.50. Laske

kun 7" on 3-siteisen sylinteripinnan 22 +y? = 9 ja tasojen 2 = ljax+2 =15
rajaama rajoitettu joukko.

Ratkaisu. 7" on zy-projisoituva:

T={(x,y,2) eR*: 1<z<5—uz, (z,y) € R},
missd projektiojoukko on 3-siteinen kiekko R = {(z,y) € R*: 2* +y* < 9}.
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x Y

Integroidaan ensin z:n suhteen ja siirrytian zy-tasossa napakoordinaatteihin:

5—x
[[[@smav=[[wsp [ dzazay
T R 1
5—x
://(m2+y2)/ zdxdy://($2+92)(4_x)d$dy
R 1 R
271. 3 27T 3
:/ / r2(4—rcos€)rdrd0:/ /(47’3—7"40059>de‘9
0 0 0 0
our 3 27
1 24
:/ / <r4——r5cos«9> d@z/ (81——30050> o
o /o 5 0 5
2T
24
= / (819 - —3 sin 9) = 162.
0 5

Tasointegraalin véliarvolause (lause 2.28) ja keskiarvon mééritelmé (mééri-
telmé 2.30) yleistyvit suoraviivaisesti avaruusintegraalille:

Lause 2.51 (Avaruusintegraalin viliarvolause). Olkoon A C R3 suljettu,

rajoitettu ja yhtendinen, ja olkoon v(A) > 0. Jos f: A — R on jatkuva, niin
on olemassa (a,b,c) € A siten, ettd

///A flx,y,2)dzdydz = f(a,b,c)v(A).

Miéiritelmé 2.52. Integroituvan funktion f: A — R (A C R3) keskiarvo
(average value) on luku

T @///Af(x,y,z)dmdydz.
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2.6 Avaruusintegraalin laskeminen sylinteri- ja pallokoor-
dinaateilla

2.6.1 Sylinterikoordinaatit

[Imaistaan midritelmiin 2.47 zy-projisoituvan joukon T° C R? projektiojou-
kon R C R? pisteet (x,y) napakoordinaattien (r,0) avulla, ts. x = rcos@ ja
y = rsinf. Talldin esitystd (r, 0, z) joukon T C R? pisteille (z,y, z) kutsu-
taan sylinterikoordinaateiksi (cylindrical coordinates):

x =rcosb,
y =rsinb, (2.53)
z=z.
z
(:'U7 y? Z)

i r=+vx>4+1y>>0
| 0<6<2r
i zeR

X

Jos pisteitd (z,y) € R vastaavat napakoordinaatit (r,0) € S, niin siirtymalla
napakoordinaatteihin lauseen 2.35 mukaisesti saadaan

22(2,y)
///f(x,y,z)dV:// (/ f(l’,y,x)dz)dxdy
T R z1(z,y)
z2(r cos 0,rsin 6)
:// (/ f(rcos&,rsin@,z)dz)rdrd&
S z1(r cos 0,rsin 0)
:/// f(rcos@,rsind, z)rdzdrdo,
U
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missé pisteitd (z,y, z) € T vastaavat sylinterikoordinaatit (r, 0, z) € U. Saa-
tiin perusteltua:

Lause 2.54. Olkoon T C R? zy-projisoituva joukko, f: T — R jatkuva ja
pisteitd (z,vy,z) € T vastaavat sylinterikoordinaatit (r,0,z) € U. Talloin

///Tf(f’yvz)d‘/: ///Uf(rcose,rsme,z)rdrdedz.

Siirryttiesséd integroimaan sylinterikoordinaateissa
e sijoita f(x,y, z):n lausekkeeseen muunnokset (2.53),
e kerro integroitava funktio r:ll4,

e méidritd 7':n rajat sylinterikoordinaateissa (joukko U).

Téssd r on tilavuuden suurennussuhde (ks. luku 2.9).

Sylinterikoordinaatteja kannattaa kokeilla tapauksissa, joissa integroimis-

joukko T on sylinterisymmetrinen tai funktiossa esiintyy lauseke 22 +1? = r2.

Esimerkki 2.55. Lasketaan esimerkki 2.50 kiiyttiden sylinterikoordinaatteja:
funktio on 2% + y?> = 7? ja Tn rajat ovat 0 < 0 < 27, 0 < r < 3 ja
1<z<5—x=05—rcos#, joten voidaan kirjoittaa suoraan

27 3 5—rcos
///(x2+y2)d\/:/ / / r? - rdzdrdf
T o Jo Ji
2r 3 5—rcos 6 2 3
:/ / / r3zdrd9:/ /(47’3—7’40080)drd6:~~:1627r.
o Jo /1 o Jo

Esimerkki 2.56. Laske /// (2% + y*) dV, missi
T

T={(x,y,2) €R®: 2,9,2>0, > +12 <1, 2<2— 2> —y?}.

Ratkaisu. T on 1-séteisen sylinterin ensimméisessi koordinaattikahdeksan-
neksessa oleva osa, jota rajoittaa alhaalta zy-taso z = 0 ja ylhdalta pinta
z=2— 2% —y?=2—r2 Piirrd kuva! Lisiiksi 22 + y? = r2, joten

/2 pl p2-r2?
///(x2+y2)dV:/ / / r? - rdzdrdf
T 0 0o Jo
/2 1 g2-12 /2 rl
= / / / 3z drdf = / / (2 — r?)r3 dr do
0 o /o 0 0
/2 1 27
:/ / (17"4—17“6)019:1/ d@zl-
0 o \2 6 3 Jo 3

N

™
6 .
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2.6.2 Pallokoordinaatit

Merkitdén paikkavektorin (z,y, z) pituutta p:lla, positiivisen z-akselin ja
paikkavektorin (x,y, z) vélistd kulmaa ¢:114 sekd positiivisen x-akselin ja pro-
jektiovektorin (z,y) vélistd kulmaa 6:lla kuvan mukaisesti.

z

p=Vx>+y?+22>0
0<o<m
0<0<27r

X

Alla olevan kuvan suorakulmaisesta kolmiosta paitellddn, etté

r = psin ¢ ja Z = pcos ¢.

z
r=/x2+y?
z
0 P
Yy
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(r,0) on projektiovektorin (x,y) napakoordinaattiesitys, joten
x =rcos = psin¢cosl ja y =rsinf = psin¢psin .

Esitysti (p, ¢, 0) pisteelle (z,vy,2) € R? kutsutaan pallokoordinaateiksi (sp-
herical coordinates):

x = psin¢cosb,
y = psin¢sinb, (2.57)
2z = pcos .

Lause 2.58. Olkoon T' C R3 "riittivin siisti” joukko, jolle pisteiti (x,vy, z) €
T wastaavat pallokoordinaatit (p,»,0) € U, ja olkoon f: T — R jatkuva.
Tdlloin

///Tf(x,y,z)dv

= /// f(psin ¢ cos B, psin @sin b, p cos ¢) p*sin ¢ dp de db.
U

Siirryttéessa integroimaan pallokoordinaateissa

e sijoita f(x,y, z):n lausekkeeseen muunnokset (2.57),
e kerro integroitava funktio luvulla p? sin ¢,

e méidritd T n rajat pallokoordinaateissa (joukko U).

Téssd p? sin ¢ on tilavuuden suurennussuhde (ks. luku 2.9).
Pallokoordinaatteja kannattaa kokeilla tapauksissa, joissa integroimisjouk-
ko T on pallosymmetrinen tai funktiossa esiintyy lauseke x? + y? + 22 = p°.

Esimerkki 2.59. Laske a-séteisen pallon T tilavuus.
Ratkaisu. Olkoon a-séteisen pallon T keskipiste origossa. Talloin T:n rajat
pallokoordinaateissa ovat 0 < p < a, 0 < ¢ <7 ja 0 <6 < 2m, joten

U(T):///TldV:/Ozﬂ/OW/OapQSingbdpdqﬁdG
([ ) ([ o) ([0)
zzw(/o —cos¢) (/0 %) :27r-2-%:47;a .
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Esimerkki 2.60. Laske /// (2% + y* + 2*) dV/, missi
T

T={(r,y,2) eR®: 2 +y*+2°<2, <0, 2>0}.

Ratkaisu. 7 on v/2-siiteisen pallon neljinnes (piirrd kuval) ja 22+ 9% + 2% =
2 .
p~, joten

32 pm/2 V2
P4y’ 4 2% dV = 2 p?sin ¢ dpde df
///T(:B+y+2) /m /O /0 p~ - p sinddpde
31/2 /2 V2
= do ing¢d td
(L2 o) ([ s ()
37/2 /2 V2
= / 0 / — cos ¢ / '0—5 :w-l-ﬁzélﬁﬂ.
)2 0 0 5 5 5

2.7 Massa ja massakeskipiste

Tarkastellaan kappaletta T' C R3. Olkoon T'n tiheys pisteessé (x,vy, z) (etéi-
syydet metreind) §(z,y, z) (kg/m?). Valitaan T":lle médritelmén 2.41 mukai-
set (pienet) sdrmiot T;;, C T. 0 on oleellisesti vakio sdrmidssd Ty, joten

*

tiheyttd siirmidssé Tjj; voidaan arvioida luvulla §(z];, yjjy, 25j)- Siten sér-

N e N
mion 7j;, massa on myj, ~ 5(%‘%» Yijks Zijk) v(Tijk) ja

m n p
/ / / 5 2 dV = 35S e v 2in) v(Ti)

=1 j=1 k=1
TijkCT

m n P
~ E g E Mijle = 1M,
i=1 j=1 k=1
TijkCT

(2.61)

missd m on T:n kokonaismassa. Arviot paranevat, kun jakoa tihennetdin.
Rajalla |P| — 0 paddytddn médritelméén: T:n massa on

m:///TMV. (2.62)

Jos p kappaletta massapisteitd m; ovat paikoissa r; = (x;,y;, 2;), niin koko-

naismassa on
p
i=1




INSINOORIMATEMATIIKKA 4U 124

ja systeemin massakeskipiste r = (7,7, Z) on paikkavektoreiden r; massoilla
m; painotettu keskiarvo
1 p
r — E Zl m;r;,

eli koordinaateittain

:—Zm T Y= — imiyi ja Ezéimizi- (2.63)
i=1 i=1

Tulkitsemalla arviossa (2.61) sdrmiot T, massapisteiksi saadaan

% Z Z Z m”k:ﬂwk ~ Z Z Z xzyk’é Uk? yzgk? zgk’) (Ejk’)

zljlkl zl]lkl

- & [t

¥ ja Z tutkitaan vastaavasti. Mentdessé rajalle |P| — 0 arviot paranevat, jo-
ten kappaleen T massakeskipisteen (T, 7, Z) koordinaatit on perusteltua maé-
ritella

o L [[[wsav. 5=t [[[woav. 2= [[[oav] con

Vastaavalla tavoin T:n hitausmomenteiksi x, y ja z-akselien suhteen voidaan

perustella maaritelmat
L[] w+6av,
T

I, = ///T(x2 + 2%)§dV, (2.65)
I, = ///T(x2 +y?)ddV.

Esimerkki 2.66. Laske tasa-aineisen (d(x,y,z) = k = vakio) pallon kah-
deksanneksen

T={(z,y,2) ER’: 2*+¢y*+2°<a® >0, y>0, 2 >0}

massakeskipiste.
Ratkaisu. Nyt

m= ///Mv_/w T)=k-

OOIH
w
D
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Oltaisiin voitu myo6s integroida pallokoordinaatteja kiyttden. Symmetrian
nojalla 7 =y = Z. Riittda siis laskea

1 6 a /2 p7/2
E——///zddv— / / / pcos ok p?singdd dedp
m T dradk Jo Jo 0
6 a Sd /2 ‘ 1d w/2 "
([ ) ([ emsmorae) (]
6 a* (/71 , \7 3a
—4m3'z(/0 TR e

Tn massakeskipiste on siis (3a/8, 3a/8, 3a/8). Onko tulos jérkevd? Piirrd
kuva!

Esimerkki 2.67. Laske tasa-aineisen (0(x,y,z) = k = vakio) ympyrapoh-
jaisen sylinterin hitausmomentti symmetria-akselin suhteen, kun sylinterin
side on a ja korkeus h.

Ratkaisu. Asetetaan sylinteri koordinaatistoon siten, ettd symmetria-akselina
on z-akseli, pohja on xy-tasolla ja katto korkeudella z = h. On laskettava
hitausmomentti z-akselin suhteen. Kéaytetdan sylinterikoordinaatteja:

I, —///x + 3 5dV—k/ // r?sin® 6 + r? cos H)rdzdrdé
_k(/;”de) ([ ) (/ dz)_k o

Taulukkokirjoissa hitausmomentit ilmoitetaan yleensd massan avulla. T:n

massa on
m = ///5dv—kv T) = mahk,

1
joten I, = §7ra2hk a® ma.

ra*hk

h:
2

"'>|u>ﬁ<

2.8 Epaoleelliset integraalit

Edelld taso- ja avaruusintegraaleissa oletettiin, ettd integroimisjoukko A on
rajoitettu ja ettd funktio f on rajoitettu (eli A sisdltyy johonkin origokeski-
seen palloon B(0, R) ja on olemassa m ja M € R siten, ettd m < f(x) < M
kaikilla x € A). Tutkitaan integroituvuutta myos tapauksissa, joissa A tai f
ei ole rajoitettu.
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2.8.1 Rajoittamaton integroimisjoukko

Olkoon A C R? "riittévin siisti” rajoittamaton joukko, f: A — R rajoitettu
funktio ja f(z,y) > 0 kaikilla (x,y) € A. Valitaan kasvava jono rajoitettuja
joukkoja Ay C A, jotka tyhjentivit A:n, ts.

AjCAcAsc ja |JA=AUAHUA U =A (268)

k=1

Oletetaan vield, ettd f on integroituva jokaisessa joukossa Aj. Silloin ma&ri-
telladn

// f(z,y)dxdy = klim / f(z,y) dx dy. (2.69)
A —00 Ay,

Voidaan osoittaa, ettd ei-negatiiviselle f tdméi raja-arvo on aina olemassa
joko ei-negatiivisena reaalilukuna (jolloin integraali suppenee) tai lukuna oo
(jolloin integraali hajaantuu), ja ettd raja-arvo ei riipu joukkojonon (Ax)%2,
valinnasta. Avaruusintegraalille méaritellidn vastaavasti.

Esimerkki 2.70. Laske

1= [

kun A= {(z,y) € R?*: x>0, y > 0} (ensimméinen koordinaattineljéinnes).
Ratkaisu. Integrandi on selvisti rajoitettu (0 < f(z,y) < 1), mutta A on
rajoittamaton. Valitaan A, = {(z,y) e R*: 0<x <k, 0 <y <k}

Y

Ay

A
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Nyt

1
I =1 dz d
kﬂﬁo/& A+t
k k 1
= i dz d
ki“f?o/o / A+a)1+y) Y
n ([ 75) ([ 7%)
= lim
k—oo \ Jy 1+ 22 o 1+9?
k k
= lim (/ arctanx) (/ arctany) =
k—o0 0 0

Esimerkki 2.71. Laske

I= /// e~ @Y g0 dy .
R3

Ratkaisu. Integrandi on selviisti rajoitettu (0 < f(z,y,2) < 1), mutta in-

tegroimisjoukko R? on rajoittamaton. Valitaan Aj:ksi origokeskinen k-séiteinen
pallo eli A, = B(0,k) = {(z,y,2) € R?: 22 +¢? + 22 < k?}. Integroimalla

pallokoordinaateissa ndhdéain, etté

27 ™ k
/// e @y )2 dxdydz:/ / / e "’ p*sin ¢ dp de df
Ay, o Jo Jo
27 T 1 k 5
() ([ o) (3 e
0 0 3 Jo
1\ /" s Amy s 4
—9or.9.(_Z == 2 ek —
27 -2 ( 3)/0 e 5 (e 1) — 5

kun k — oo, joten I = 4m/3.

NG
b | 3
N

2.8.2 Rajoittamaton funktio

Olkoon A C R? "riittévin siisti” rajoitettu joukko, f: A — R rajoittamaton
funktio ja f(z,y) > 0 kaikilla (x,y) € A. Valitaan kasvava jono rajoitettuja
joukkoja Ay C Asiten, ettd f on rajoitettu ja integroituva jokaisessa joukossa
Ay, ja ettd joukot Ay tyhjentéavit A:n, ts. (2.68) pétee. Silloin mééritellaéin

// f(z,y)dxdy = lim / f(z,y) dx dy. (2.72)
A k—oo Ay,

Voidaan osoittaa, ettd ei-negatiiviselle f tdmé raja-arvo on aina olemassa jo-
ko ei-negatiivisena reaalilukuna tai lukuna oo, ja ettd raja-arvo ei riipu jouk-
kojonon (Ay)%2, valinnasta. Avaruusintegraalille mééritelldsin vastaavasti.
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1
/ — dz dy,
ATY

missii A on kiiyrien y = x ja y = 2% rajaama joukko.
Ratkaisu. A on rajoitettu, mutta integrandi f(z,y) — oo, kun (z,y) —
(0,0) joukossa A.

Esimerkki 2.73. Laske

%
1
k

Valitaan Ay, = {(z,y) e R?: 22 <y <z, 1/k <x <1}. Nyt

/ —da:dy—/ / —dy d:v—/ / Inydz
A, LY kT Jg2 Y Jk L

:/ Lz —m@?)  de

l/kw ~—_——————

Inz —2Inx=—Inzx
— _%/1/k(lngy)2 = —% (0 — (ln(l/k))Q) — —%(0— OO) = 00,

kun k — oo. Integraali siis hajaantuu.

Esimerkki 2.74. Laske

1
————— dx dy,
//A Va4 y?
kun A on 1-sdteinen punkteerattu kiekko:
A={(z,y) eR*: 0 <a®+y* < 1}.
Ratkaisu. A on rajoitettu, mutta integrandi f(z,y) — oo, kun (z,y) —
0,0).
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<

Ak

I
L/

| =

Valitaan Ay = {(z,y) € R? : 1/k < 2% +y* < 1}, ts. Ay on kuvan mukainen
rengasalue. Nyt napakoordinaatteja kiyttden

drdy = lim

1 1
I mmmre=in ], s

27 27 1
= lim / —rdrdf = lim (/ d@) (/ dr)

= 11m27T1—1//<; ) = 2.

k—o0

dx dy

2.9 Yleinen muuttujanvaihto
2.9.1 Tasointegraali

Tarkastellaan ensin muuttujanvaihtoa R%:ssa muuttujien wv ja xy vililla.
Muuttujanvathtokuvaus

F:R2, = R? F(u,v) = (z(u,v), y(u,v)) (2.75)

zy”
antaa uv-koordinaateissa annetun pisteen koordinaatit xy-koordinaateissa.

Esimerkki 2.76. Esimerkin 1.92 napakoordinaattikuvaus
F:R2, =R F(r,0) = (x(r,0), y(r,0)) = (rcosf, rsinf) (2.77)

xy?

on muuttujanvaihtokuvaus, jolle F'(r,#) antaa napakoordinaatteja r ja 0 vas-
taavan pisteen x- ja y-koordinaatit.

Olkoon A C RZ2 Lauseessa 2.15 joukkojen R;; C A ei tarvitse olla suora-
kulmioita, eli jos joukot Ry,..., Ry C A ovat (riittdvén siistejd) sisuksiltaan
erillisid ja peittdvit A:n sekd valitaan pisteet (x7,y;) € R;, niin

dr dy = li
//4 f(l', y) Ty max{diam(RH)n 1<z<k}—>0 Z f Tis yz (R )
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misséd a(R;) on joukon R; pinta-ala.

Tarkastellaan nyt muutujanvaihtoa (2.75). Olkoon S C R?  joukkoa A C
Riy vastaavaa uv-koordinaatiston joukko, ts. F'(S) = A. Peitetddn S suora-
kulmiolla ja jaetaan se osasuorakulmioihin. Valitaan osasuorakulmioista ne,
jotka sisdltyvat S:dén ja merkitddn niitd Sp,...,Sp C S. Valitaan pisteet
(uf,vf) € S; ja merkitddn S;mn leveyttd Au,:lld ja korkeutta Aw;:lla, jolloin
Si;m pinta-ala on a(S;) = Au; Av;. Nyt kuvajoukot Ry = F(Sy),..., Ry =
F(Sk) C Alikimain peittévit A:n ja saadaan kuvapisteet (z7,y}) = F(ul ,Uf) €
R;. Lisdksi luvun 1.7.4 mukaan kuvauksessa F' pinta-ala muuttuu pisteen
(u,v) lahelld |Jp(u, v)|-kertaiseksi, ts.

a(R;) = [Jp(ui, v7)a(S:) = |Jp(uy, 07)| Au; Avs,

missa
ox Ox
—(U, U) (u7 U)
Jp(u,v) = det(F'(u,v)) = O, y) _ |Ou Ov
Ou,v) |0y o) 2w
ou" "’ ov "’
on kuvauksen F' Jacobin determinantti ja
_ |9z, y)
|JF(U, U)l - 'a<u7v)

suurennussuhde. Niinpa

//Af(x,y) dr dy ~ Zk:f(iff,y;‘)a(R

NZf z’ U, |‘]F< Uy z)‘AulAU%

//f t, o) T (w, v)]| du do.

Ollaan saatu luonnosteltua perustelu seuraavalle muuttujanvaihtolauseelle:

Lause 2.78. Olkoon A C R? "riittivin siisti”, f: A — R jatkuva, muuttujan-
vathtokuvaus (2.75) jatkuvasti differentioituva ja F(S) = A. Olkoon lisiksi
F injektio ja Jp(u,v) # 0 S:n sisuksessa. Silloin

[l nsean= [ serem|es

du dv.
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Esimerkki 2.79. Napakoordinaattikuvaukselle (2.77) on

Ox Ox
o(x,y) 5(7” %) %(T’ %) cosf —rsind ) o
= = = r(cos” 0 +sin“0) = r,
d(r,0) @(T ) @(r ) sinf  rcosf
or’ 20"’

joten saadaan

//Af(%y)dxdy://Sf(rcosﬁ,rsiHQ)rdrdH. (2.80)

Tamé yleistdd aiemmin perustellun muodon (2.36).

Usein tunnetaan eksplisiittisesti vain muuttujanvaihtokuvauksen (2.75) kdén-
teiskuvaus

uv?

~1. 2 2 ~1 _
F7RG, = Ry, Foo(ay) = (ulz,y), vz, y)).
Yhtilosta (1.128) seuraa, ettd

(u,v)
(z,9)

b

= det ((F")'(2,y)) = det (F'(u,v)™")

= det (F'(u,v))"" = (ggz zi)l

S

joten F:n Jacobin determinantti saadaan kidinteiskuvauksen Jacobin deter-

minantin avulla:
o(x,y) <3(u, v))_l
— ) 2.81
3(z.v) (281)

Esimerkki 2.82. Laske

//A(x2 +9?) dx dy,

missi. A on hyperbelien zy = 1, 2y = 3, 22 — y?> = 1 ja 2° — y* = 4 rajaama
joukko.

Ratkaisu. Pisteitéd (x,y) € A rajaavat ehdot 1 < xy <3jal <xz?—y? <4,
Tehddin muuttujanvaihto v = zy ja v = 22 — 2, jolloin u:lla ja v:lli on
vakiorajat 1 <u <3jal <v <4,
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Selvitetddn, mité integrandi 22 + y? on muuttujissa u ja v:

(22 +y*)? = o + 2027 + oyt = 2t — 2277 + oyt + 42y’
— (22— )? 4 da?y? = 0?1 42,

joten x2 + y? = Vv2 + 4u?. Lisiksi

ou ou
A(u, v) B %(l‘ay) 8_y($’y) y " __2<x2+ 2)
o(z,y) |Ov v 2 =2y v
%(x,y) a—y(x,y)
joten yht#lon (2.81) mukaan
d(z,y) 1 1

Ou,v)  2(x2+y?) 2v/v? 4 4u?
Nyt

3 4
1
22+ y?)ded —/ / V2 +4u2———dvdu
//A( V) Y 1 )1 2vv? + 4u?

_%(/13@) (/14dv>—3.

2.9.2 Avaruusintegraali

Tarkastellaan muuttujanvaihtoa R3:ssa muuttujien uvw ja xyz vililld. Muut-
tujanvaihtokuvaus on

F:R: — R Fluv,w) = (x(u,v,w), y(u,v,w), z(u,v,w)) (2.83)

UVW TYyz)
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ja sen Jacobin determinantti

/ Az, y, 2z dy Oy 0
Jr(u, v, w) = det(F (u,v,w)):W: G_Z 8_Z %

Lause 2.84. Vastaavin oletuksin kuin lauseessa 2.78 pitee:

///Af(x,y,z)dxdydz:///Sf(F(u,v,w))‘%

Lause 2.84 ja seuraavissa esimerkeissa laskettavat suurennussuhteet

O(z,y,2)
O(u, v, w)

du dv dw.

todistavat muuttujanvaihtolauseet 2.54 ja 2.58 sylinteri- ja pallokoordinaa-
teille.

Esimerkki 2.85. Sylinterikoordinaattikuvaukselle

F(r,0,z) = (x(r,0,z), y(r,0,2), z(r,0,2)) = (rcosf, rsinf, z)

on
or 00 0z .
cos@ —rsinf 0
a<$7?/72): @ @ @ = |sinf rcosf 0| =r.
d(r,0,2) or 060 0z 0 0 1
or 00 0z

Laske determinantti kehittdmaélld viimeisen rivin suhteen ja kdytd trigono-
metrian peruskaavaa sin® 6 + cos? 6 = 1.

Esimerkki 2.86. Pallokoordinaattikuvaukselle

F(p7 ¢a 9) = (55(07 ¢a 9)7 y(pv ¢7 9)7 Z(p>¢> 9))
= (psin¢gcosf, psinpsinb, pcos @)
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on
d(z,y,2) gp g(b ge singcost) pcospcosl —psin@sinf
5 ’(yb,e): a_y a_z 6_39/ = |sin¢sinf pcos¢gsinf psingcosd
PO be g | cse mpsing 0
op 96 0
= p?sin ¢.

Laske determinantti kehittdmalla viimeisen rivin suhteen ja kiyta toistuvasti
trigonometrian peruskaavaa. Valillda 0 < ¢ < 7 on sin¢ > 0, joten

= p?|sin ¢| = p?sin ¢.

' d(,y, 2)
(p, ¢,0)
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Liite: Matlab-esimerkkeja

Esimerkki 1. Olkoon f(x,y) = 23y*. Laske osittaisderivaatat
of Of . O

-, a —- sekd derivaattamatriisi f'(x,y).
ox’ Oyox . Oy? v f'9)

Piirra lisdksi funktion kuvaaja ja tasa-arvokiyrid joukossa
—1<x<1, -2<y<2.

syms x y
f=x"3*y~2

diff(f,x)

diff (diff(f,x),y)
diff(f,y,2)

jacobian(f, [x,y])

figure
ezsurf(f,[-1,1,-2,2])
figure
ezcontour(f,[-1,1,-2,2])

Esimerkki 2. Olkoon F(x,vy,2) = (vy, ¥%2, xyz). Laske derivaattamatriisit
F'(z,y,z)ja F'(1,2,3).

Syms X y z

F=[x*y, x"2%z, x*y*z]
J=jacobian(F, [x,y,2z])
subs(J, [x,y,2], [1,2,3])

Esimerkki 3. Laske

2 pVA—x2 2 2z py?
/ / (xQ + y2) dydx ja / / / xyzdz dy dx.
o) _vizz -1Jo J-z

Syms x y z
int (int (x"2+y~2,y,-sqrt (4-x~2) ,sqrt(4-x~2)),x,-2,2)
int (int (int (x*y*z,z,-x,y°2),y,0,2%*x) ,x,-1,2)

WolframAlphalla (http://www.wolframalpha.com/) osittaisderivaatat ja in-
tegraalit voidaan laskea miltei samoilla komennoilla.
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